TD : Exercices d’applications avec solutions
PROF : ATMANI NAJIB
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TD avec solutions : FONCTIONS PRIMITIVES

Exercicel :Soit la fonction f définie sur ]O;+oo[

par: f (x)=2x2+x+1+%

1)Déterminer les fonctions primitives de la
fonction f sur ]0;+oof

2)Déterminer la fonction primitive de la fonction f

sur |0;+o0[ tel que : F(1)=3

Solution :1) f(x)=2x"+ x+1+%

Donc :

Donc : F(X):§X3+%X2+X_l+k avec keR
X

2) F(1)=3<:>§x13+%><12 +1—%+k =3

F(1)=3<:>E+£+1—1+k=3<:>Z+k=3<:>k=E
3 2 6 6

Donc : la fonction primitive de la fonction f sur
]0; +oo[ tel que : F(1)=3 est:

F(x):zx3+lx2+x—1+1—1

37 2 X 6
Exercice2 : (situation directe): Déterminer une
fonction primitive des fonctions suivantes :

1) f(x)=5x"+3x+1 2) f(x):%
X

3) f(X)=sinx+xcosx 4) f(x)=(2x-1)

+cosx+sinx—-1

5) f(x):(xzx_l)2 6) f(x)=5x¥3x*+1
7) f(x):ﬁ 8) f(x):7xcos(7rx2+3)

Solutions : 1) f(x)=5x"+3x+1

F(x):5xéx5+3x%x2+1x+k avec keR
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2) f(x)=i+cosx+sinx—1

5

F(x)=2Vx+sinx—cosx—x+k avec keR

3) f(x)=sinx+xcosx = x'sinx+ x(sin x)
Donc: F(x)=xxsinx+k avec keR

4) £ (x)=(2x-1) :%(ZX—l)' (2x—1)°

1

1
FO)=5%37

(2x-1)*" +k avec keR

F(x):%(Zx—l)“Jrk avec k e R

5) f(x)=-—"

(x-1)

2 ’
on doit remarquer que : ¢ (x)=— (X _1)2
x? —1)
et par suite : F(x)=—21 1+k avec keR
X —_

6) f(x)=5x3/3x*+1 On doit remarquer que :

la fonction u(x)=3x*+1 donne u’(x)=6x et par

suite : f (x) :gu’(x)3 u(x) on utilisant le tableau

ona:
(c’est de la forme : u'u (n=3))

Donc les fonctions primitives de f s’écrivent sous

la forme : F(x) :%%.ﬁu“(x) +k

F(x)=

3 (3x2 +1)4 +k avec keR

oo | o1
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7) Déterminons une fonction primitive de :
4x+1

- On doit remarquer que :
(2x2 +x)

f(x)=

la fonction u(x)=2x"+x donne u’(x)=4x+1

M:u’xu*‘x
i =00 )

on utilisant le tableau on a :

et par suite : f (x)=

(cCest de la forme : u'u" (n=-4))

Donc les fonctions primitives de f s’écrivent sous

1
la forme : F(x)=——u"**(x)+k
a forme : F(x) Rk (x)+
1 -3 1 1
F(X)=-2(2¢+x) +k=->—"—1+k
) 3( ) 3(2x2+x)3

8) f(x)=7xcos(7x*+3)
On doit remarquer que :
la fonction u(x)=x*+3 donne u'(x)= 27X

et par suite : f (x) =%u’(x)cos(u(x))

(C'est de la forme : u'x(V'ou))

Donc les fonctions primitives de f s’écrivent sous

la forme : F(x)zzlsin(yzx2+3)+k avec keR
T

Exercice3 : Déterminer une fonction primitive des
fonctions suivantes :

1) f(0)=——

X +2X+4

2

Solutions : 1) f( ) m

il faut faire des transformations :
2

A remarquer que f(X)= m

Ce que nous laisse penser a la fonction arctan
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1 1
f(x)= 2__ ZZf [«/§X+J§J
3[[\/15“\/15] ] (\/%x+\/1§) +1

(C'est de la forme :

()+1)

Donc les fonctions primitives de la fonction f sont
les fonctions

F(x)= 243

arctan( x+—j+k avec keR

NI

L
X2 +X+1

2) f(x)=

A remarquer que f(x)=

(C’est de la forme :

-
(u)2+1

Donc les fonctions primitives de la fonction f sont

les fonctions : F(x):4\/§arctan( x+—j+k avec

NG

keR
Remargue : On peut utiliser cette méthode pour
toutes les fonctions de la formes :

f(x)=

strictement négatif.
Exercice4 : Déterminer une fonction primitive des
fonctions suivantes :

1) f(x)=

————ou le discriminant A est
ax~+bx+c

4%° +4x+1

http://www.xriadiat.com 2



http://www.xriadiat.com/

Solutions : 1) A remarqguer que

((§x+i))2 (Cest de la forme: —3—2)
X+

6
(2x+1) =(9) -

f(x)=

Donc les fonctions primitives de la fonction f sont

: -3
les fonctions : F(x)=——+k avec keR
2x+1
Remarqgue : On peut utiliser cette méthode pour
toutes les fonctions de la formes :

f(x)

Exerciceb :Soit la fonction f définie par :
fx)=2x+1six<1

fx)=2x-1six>1

Montrer que la fonction f n’admet pas de primitive
Sur R

Solution : On remarque que f n’est pas continue
sur R ; (elle n’est pas continue en 1)

eneffet: f (1)=3 et lim f (x)=1= f (1)

x—1*

=————ou le discriminant A est nul
ax~+bx+c

F. (x) =X*+x+k, est une fonction primitive de
la fonction f sur] — «, 1].
F, (X) = X* — X +K, est une fonction primitive de

la fonction f sur |1, +<[.
Si f admet une primitive F sur R alors ils existent

k, et k, tels que :
F (X)=%x®+x+k;;si.x<1
F, (X)=x*—x+k,;si.x>1
et que F soit dérivable sur R et que :
(vxeR);F'(x)=f(x)
On a F est dérivable sur] — «, 1]
et (Vx €] = «, 1[)(F'(x) = f(x))
et F est dérivable sur ]1, +«[

et (Vx €]1, +=[)(F'(x) = f(x))
Le probléme il faut déterminer (s’ils existent)

k,et kK, dans R pour que F soit dérivable en 1 et
que :F'(1)=f(1) = 3.
Ona F(1)=2+k
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D’autre part pour que f soit dérivable en 1, il faut
gu’elle soit continue en 1, ce qui implique

limF(x)=limF(x)=F(1)

x—1" x—1"

On en déduit que 2+k, =k, d’autre part :

F(X)—F(l):"m X2 —x+k, —2—k,

lim
x—1" X—-1 x—1" X—1
2 . 2 .
_im X=X 2+Kk, kl:limx X—-2+2+k —k;
x—1* X—1 x—1* X-=1
Car: 2+k =k,
2
Rt Uil
lim (x)- ():|I X2 +X+k, —2—k
x—1" X— x—1 X—]_
2_X— x—=1)(x+2
i X X2 i 2 )zlimx+2=3=F’(1)
x—-1 X —1 x—-1" X —1 x—-1 g

Donc pour tous réels k et K, ; F/(1)=F,(1)

D’ou F n’existe pas et par suite f n"admet pas de
primitive sur R

Exercice6 : Déterminer les fonctions primitives
des fonctions :

X2 +5 sin x
DF(x)= X2 +1 2)1’-()():\3/2+cosx

3) f(x)=2xsinx+x’cosx  4) f(x)=(4x+5)’

X

5) f (x)=2v2x+1 6) f (x)=

x* +1
7) f(x)=xvyx*+1

9) f (x)=cos*x (utiliser : cos?x =(1+cos2x)/2))

8) f(x)=tan®x

10) f (x)=sin®x (Remarquer que : sin® x = sinx sin®x )

Solutions : 1) il faut faire des transformations :
a remarquer que :

2 2 2
f(X):x2+5:x 42r1+4_x +1+ 4 144 1
X“+1 X +1

1 X+l K+l X
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Ce que nous laisse penser a la fonction arctan

)

1
C’est de la forme :
( X2 +1

Donc les fonctions primitives de la fonction f sont
les fonctions : F(x)=x+4arctanx+k avec keR
sin X ' 1
2) f(X)=——=——==—-(2+c0sXx) (2+cosx) 3
()= aroonx - (2 0s) (2reosx)
(c'est de la forme : u'u™)

Donc les fonctions primitives de f s’écrivent sous

la forme :
—L—l 3 2
(2+cosx) s +k :—§(2+cosx)3 +k

F(x)=—§3(2+cosx)2 +k avec keR
2

3) f(x)=2xsinx+Xx’ cosx:(xz)’sin X+ X (sinx)
Donc: F(x)=x*xsinx+k avec keR
4) f (x)=(4x+5)’ :%(4x+5)'(4x+5)2

F(x):%xﬁ(4x+5)m+k

F(x)=é(4x+5)3+k avec keR

5) 1 (x) = 242X +1 = (2x+1) (2x+1)2

. 3
Donc : g (x) :%(Zx_i_l);l =2 (2x+1)2
E+1 3

F(x)= 2 (2x+1) = 2(V2x+1) 4K

6) f(x)= ;( _ (X2 -2|-1)
Ix? 41 240x% +1

F(x)=vx*+1+k avec keR
7) f(x):x\/x2+1:%(x2+1)'(x2 +1)%
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T
—~
>
~—
Il
(S E
—_
>
)
?‘
[EEN
D
+
>
Q
<
(1%
(g
=
m
=

8) f(x)=tan’x :(1+tan2 x)—l

F(x)=tanx-x+k avec keR

4 2 \2 1+cos2x 2
9) f(x)=cos x=(cos x) = >

f(x)

1(1+ 2C05S 2X + cos? 2x) = %(H 200S 2X + 1+ COS4XJ

f(x):1(3+4c032x+cos4x):§+1c052x+1cos4x
8 8 2 8
3 1. 1 .
F(x)==x+=sin2x+-—sindx+k avec keR
8 4 32
10) f (x)=sin®x =sinxxsin” x =sin x><(1—cos2 x)
f(x):sinx—sinx><coszx=sinx+(cosx)'><coszx

F(x)=—cosx+%cos3x+k avec keR

Exercice7: Soit la fonction f définie sur [0;-+oo[

X+ 2X
ar: f(x)=
Par: T(X)= oy
1)Déterminer les réels a et b tels que :
f(x)=a+ b . VX € [0; 400
(x+1)

2)Déterminer la fonction primitive F de la fonction

f sur [0;+oo[ tel que : F(l)zg

Solution :1)
' +b  ax
f(x)=a+ b 2=a(X+ )2+ _ax +2ax+2a+b
(x+1) (x+1) (x+1)
a=1 a=1
Donc: j2a=2 «<a=1 donc: f(x)=1- 1 -
a+b=0 |b=-1 (x+1)

http://www.xriadiat.com 4



http://www.xriadiat.com/

(*+1) bonc: F(x):x+i+k
(x+1)° x+1

2) f(x)=1-
kelR VXE[O;+oo[
Exercice8: Soit la fonction f définie sur [1;+oo[

par: f(x)=xvx-1

1)montrer que : f (x)=+/(x-1)" +vx-1 Vx&[L+oq
2)Déterminer la fonction primitive F de la fonction

f sur [L+c0] tel que : F(2)=1
Solution :1) Vx e[1;+o0[

,[(x—l)s +\/ﬁ:,/(x—1)2 x\/ﬁ+\/E:|x—]4x\/ﬁ+\/ﬁ

Ona: xe[L+x] donc: x>1donc: x-1>0

donc :

N oo E PR N B o
2) f(x) :J(x—l)3 ++/x—1 Vxe [1; o]

[N

£ (0 =((x-1° )+ (x-2)2 = (x-1)z + (x-2)2

(%)= (x-1) (x-1)2 +(x-1) (x~1)2

‘l_\
‘H

bonc - F(X)= o (x-1)* + -1 (x-1)2" +k

+1 +1

N w
N |-~

3

F(x):é(x—1)§+§(x—1)2+k

F()=(FoT) + (1) 4k keR

Exercice9: Soit la fonction f définie sur R par :

5x* +40%* + 20x +80
f(X): 5 2
(x +4)

1)Déterminer les réels a et b et c tels que :

f(x)= 20 vxeR
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2)Déterminer la fonctions primitives F de la

fonction f sur R tel que : F(0)=c

Solution :1)

2
aX+b+C(X2+4) _ax+b+ox* +8cx’ +16¢

ax+b
+C= 2 2
(x2+4) (x2+4)

f(x)= 5
(x2+4)

~ cx* +8cx’ +ax+ (b +16¢) donc

f(x)

(x2+4)2
c=5 c=5
8c =40 c=5
= donc f(x)= 20x +5
a=20 a=20 x2+4)2
b+16c =80 b=0
P ’
4
2) f(x)= 22X 2+5<:>f(x)=1o(X ’ )2+5
(x2+4) (x2+4)
_ 10
Donc: F(x)=———+5x+k keR
X" +4

F(0)=5 - +k=5 k="

10

F(x)=—>

15
+5x+? vxeR

C’est en forgeant que 'on devient forgeron
Dit un proverbe.

C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et exercices

Que 'on devient un mathématicien

L
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CALCULS INTEGRALES : Exercices d’applications et de réflexions avec solutions

PROF: ATMANI NAJIB

2BAC SM
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CALCULS INTEGRALES: Exercices avec solutions

Exercice1 :Calculer les intégrales suivantes :

1) 1=['3edr 2) 3= (2x+3)d

3) K=Le2%dt 4) L= [+ cos(20)d0

Solution :1)la fonctionz — 3z est continue sur [2;4]

Une primitive sur [2;4]est: z — ng

§><42
2

3

4 3 L7 2
DonC:I:JZ&de:[Em} = —EXZ =18
2

2)3 = (2x+3)dx = x* +3x] (1+3)-(0)=4

=lne’—lne=2-1=1

1. (7)) 1. 1
==sin| — |[-=sin0==
2 2) 2 2

Exercice2 :Calculer les intégrales suivantes :

1) 1, :jz(Zx—l)dx 2) 1, :'[_ll(x4—4x3+2)dx

3) k=[" Idt:[lnt]zz

4) L= j cos(260)d6 = { sm(ze)]:

3= —dx a)1,=["etdt
5) I, = _[Omte’tzdt 6) I, =] '”—de

In2
) I7:j e +1

0

dx 8) 1, —Ll:: +2de

eln x
—dx

9) I, = 10) |, - f&dx

2x2+3x-4
11) 1, = [N2xelk  12) 1,

Izcos xsin® xdx

s

dx 14) 1, :E(Z—COSSX)dx

2

130, = L (3x —4)5

" 1 1
15) 1, = .[04 cos® xdx 16) L :Jj[(xﬂ)z + 2x+1JdX
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17) 1y =[5~ I’ x4 18) I, = [ (x~1)e"* " dx

1

2 z
19) |19 = J.l mdx 20) |20 =J.O4(tan X)2 dx

g_
J-BSZE 41’+2dx

21) Iy = ),

T
Solution :1 ’ S
u D)1, = [T (2x-1)dx = 2= =X =[x —x]
0

l,=(2*-2)-(0*-0)=4-2=2
1

Iz='[1(x“—4x3+2)dx:{1x5—4x4+2x} :{1x5—1x4+2x]

1 5 4 PR

1

l, = {1 X -1x* +2x} = [115 -1 +2j (1(‘1)5 ‘(_1)4 _2)

5 L5 5
IZ:(1—1+2j—[—1—1—2j=1—1+2+1+1+2:2+4:22

5 5 5 5 5 5

3) g:jzizdx{_lTz(_EJ_(_EJ:_lH:l
L x xl, \2) 1) 2772

a1, =["e =j;”2;(2t)' e

1

-1

l, N PO R
2 2 2 2

+
2 |, T2 2 2
2 1 11 1 1 1 1 1
ls = to =Tty = oot =
2 2 2e 2 2 2 2 4

http://www.xriadiat.com
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6) IG:J.lex=L;xIn xdx=j1 In"xx In® xdx

l, = B I TP PR T E P
2+1 3 3 3

In2 g~ |n2(ex—|—l)’
7 I7:I° ex+ldX=I0 e’ +1 o [In

ik

g'n? +1‘—In‘e° +1‘ =Inf3-j2 =In3-In2= In@j

I, =In

’

8)1, - [ e dx:jl'“(ex_e_xx)dx:[ln '

In3
,Xil
In2

In2 g* _ g7 % n2 X _p
In In In —In
I, =Inje"™ —e""*|~Inje""* —e""*|=1n ~Inje =
8
1 =tn3=H 2= =i &]-in(2]=m| 3 |-
3 2 2 3 9
2

9) I, =J.16%In xdx:f(ln x)'(ln x) dX:l:

‘
P
x
N
iy
U
L 1
= @

el 1 1
I, = L ;In xdx = E(In e)’ —E(Inl)2

el 1 1
Ig :Jll;InXdX:E_O:E
3(x2+3x—4)’

Ilozr 2X+3 dX=2L

2x* +3x-4 2UX% +3x—4
I, = 2[\/x2 +3x—4T = 2(v14 -\6)
2

3
dx = 2[\/x2 +3x—4}

2

' 1 1.

=J‘:\/2x+1dx=;|.:(2x+1) (2x+1)2dx=2 %(Zx +1)2 !
—+1

2 0

O BR U (N R ER

12) 4, = jfcos xsin® xdx = jf(sin X) sin® xdx = Bsin x3+1}2

0

l,, ==sin Z—lsin 023—0:l
4 2 4 4 4

3 2 5 2 ! -5
(3)(_4)5dx =3[, (3x—4) " dx= [ (3x—4) (3x~4) " dx
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1

—4

13

14) I14 =

/4

I15 =

X+1

o = .[12 X(

1
8541

(ona: cos’a=

17) 1,; = 1

1+Inx)

2 2

-0 - S| -0 L

4 4

1 1 1 16 15
X —+ == =

= 4 - ="
16 4 64 64 64

jg(z —c0s3x)dx = [Zx—lsin :%x}3
0 3

0

I, =(2£—£sin;:}—0:2—”
3 3 3

15) I, = J'OZ cos® xdx

1+cos2a

: linearization) Donc:

1+0052x

I cos? xdx = J' - :%J‘E(Hcost)dx

I :1'[5(1+c052x)dx:1 x+£sin2x t 1 ﬂ+1sin£
15 2Jo 2 2 0

2\4 2 2

T+2

16) | [ ! 1 2x+1) ’
) 1 IO[(x+1)2 2x+l} I[ +12 2 2l |

1
=[_i+ In2x+l} L gt =t tins
2 2 2 2 2

0

Inx

J'—xln xdx = J'In x x In® xdx

l, = Loty | 2 lptestpeg ot
3+1 4 4 4

1

1 4 Iz(1+ Inx)

2
(@ inx) dx = [In\1+ In xﬂl

http://www.xriadiat.com
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Iy =In[l+IN2|—Infl+In1=In[l+In2|=In(1+In2)

20) 1,, = J'Oz(tan x)” dx = J.OZl+(tan x)” —1dx

Vil

I, = J.OZ((1+ (tan x)* ) —l) dx =[tan x — x]4

(P —tanZ-Z-1-%
4 4 4

9
_(e8z" 4 +2 el g 2
IZl_Ilex_-[l(Sx —4+;)d.’ﬂ
€
=§eg—4e+4—6
1 9 9

21) g
:[5379 —4x+21nx}

Formules importantes : cos(2a) =1—2sin’a

. l+cos2a

- ., 1-cos2a
cos“a » sin“a=

cos(2a) =cos’a—sin’a ;

sin(2a) = 2sinaxcosa
Exercice3 : Calculer les intégrales suivantes :

1) 1 =IO3|X—1|dX 2) J =f2‘x(x+1)‘dx
Solution :1)ona x<[0,3]

Xx—1=0<x=1 on va étudier le signe de : x-1

r |—0 1 4o
r—1| — (:l +

la Relation de Chasles donne :

I :jos|x—1|dx:.[:|x—]4dx+f|x—1|dx

| = ﬁ(l—x)dx+f(x—1)dx
=[BT ] 1D (-9 (2-1)-3

2] 2 U 2) e 2 )2

2) J :J'_Oz‘x(x+1)‘dx

X(x+1)=0<x=00u x=-1
on va étudier le signe de : x(x+1)

a)si xe[-2,-1] alors : x(x+1)>0

donc : ‘x(x+1)‘ =x(x+1)
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b)si xe[-1,0] alors : x(x+1)<0

‘x(x+1)‘ :—x(x+1)
La Relation de Chasles donne :

J= Ii‘x(x +1)‘dx = I:zl‘x(x+l)‘dx+fl‘x(x+1)‘dx

J= f::(xz +X)dx + Ii(—xz —x)dx

()

T /a
Exercice4 : on pose: | :jo“ cos’ xdx et J = jo“sin2 xdx

Calculer 1 +J et | -J eten déduire | et J
Solution :

T T T
1 +] = I04 cos? xdx+.[04 sin® xdx = jo“ (cos2 X +sin’ x)dx

T

I+J=J'O“1dx=[x]§=%—0=z

V4 V4 V.4
| -J= L“ cos? xdx—jo“sin2 xdx = Io“(cos2 X —sin? x)dx

N |~

| —J :jo“COSZde:%[sin 2x]4 :%(Sin%—O]:

I+J= par sommation on trouve: 21 =%+%

1-J=

N |- .p‘:‘

T+2 .
donc: | = 5 et on replace dans dans la 1ére

T+2

équation et on trouve: +J =

z
4
Donc: J % _7+2 _27-7-2 7-2

Exercice5 : Calculer les intégrales suivantes :

1) = L?’LZ'ZCIX 2) 1 :ﬂng 2—e*|dx
(x2 —4x
3) 1= Ioz‘xz —x—2‘dx
http://www.xriadiat.com 3
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Solution : 1) x—2=0<x=2
étude du signe de: x—2

a — >0 2
ar—2 —

o0
—+

-
-

T
1

La Relation de Chasles donne :

|x 2| 2 |x—2| y 3 |x—2|
J1( o) %= J°(x2_4x)2 X+'[2(x2—4x)2

J- (X 2) I3 X —2 dx

x — 4% 2 (x? —ax)’
) ( )

dx

2 _ ’
(x 4x)2 q
z (x2 —4x)

-iletsl il w)
2l x*—4x], 2 x*-4x],

J— 2_ '
:%Izwdﬂlf

0 2 2 X
(x —4x) 2

2-e*>0e <2< x<In2
-5
| = .folnz(Z—e")dx+f:23ex — 2dx
e oo

< ((202-2)1)+(3-209)-(2- 2n2)) [ )

Exercice 6: Calculer I intégrale suivante :

1
I—IOX _4dx

2—e*

: 1 11 1
Solution : On remarque que : ——=— -
X' -4 4(x-2 x+2

donc:I:J'l 21 dx = li(i—ijdx
0x" -4 04\ x-2 X+2
et la linéarité de I'intégrale donne :

11 dx 1

| ==
4dox—2"" 4

Prof/ATMANI NAJIB

=ipt Y LY
490 x—-2 490 x+2

1 1
| = Z[In|x—2|]; —Z[In|x+2|]z

I :—lan—l(lnS—lnz):—llnS
4 4 4

11

T
Exercice7 :on pose : | = IOZ cos* xdx

1)montrer que : cos® x = %(cos 4 +4c0s2x +3)

vxeR (linéarisation de cos* x)

2)en déduire I intégrale |

ix —ix

Solution :1)on a : cosx = donc :

2
il e ool e o e o
= %( e +4e%e ™ + 6e™e M + de"e T + o)

:%(eMX +e—4|x de 2ix +4e2ix +6)
:%<(e4ix +e—4ix)+4( 2|x 2|x)+6)

Or on sait que :

2cosx =e* +e ™t 2cosnx = e"™ 4+ e ™

Donc : cos* @ = %((2cos4x) +4(2c0s2x) + 6)

Donc: cos’ x = %(cos4x+ 4c0s2x +3)

a

2) 1 = Ecos4 xdx = %J.Oz(cos4x+ 4.cos2X +3) dx

T

:1 1sin4x+4lsin2x+3x 2
8| 4 2

(o]

=1 lsin27r+4lsin7z+3Z =3—7[
8\ 4 2 2 16

http://www.xriadiat.com

I



http://www.xriadiat.com/

Exercice8 :d’application Soitf: x >e™*

Définie sur R.

Pour tout réel a>1, on s’intéresse a l'intégrale

F(a) =] f(x)x

1)Démontrer que pour tout réel x >1:
0< f(x)<e™

2) En déduire que pour tout réel a>1:
0<F(a)<e™.

Solution :1) Une exponentielle étant toujours

positive :0< f (x) pour tout réel x et donc en

particulier pour tout x >1. De plus, si x >1, alors

x < x?, c’est-a-dire —x>-x’et donc e™ > f (x) par

croissance de la fonction exponentielle.
On en déduit donc que pour tout réel x>1

0<f(x)<e™

2) A partir de I'inégalité obtenue, on utilise la

propriété précédente sur l'intervalle [1 ; a] et ainsi

La 0dx < La f(x)dx < La e *dx
0<F(a)< [—e‘xjj Donc

O<F(a)s—e*+e'<e

ce qui démontre l'inégalité voulue.

Exercice9 :Montrer que : 1 <l = le—dx < 1
6 014X 3
Solution :on ax6[0,1]<:>0£x§1
1 1
S 1<x+1<2 & -<—K<1
X+1

X x?
Donc : =< < x?

2 1+X

Prof/ATMANI NAJIB

' donc: O<F(a)<e

1

Exercice10 :soit la suite numérique (u, )définie
par: u, —dx vneN
01+ x"

1)Montrer que (u, )est croissante

2) Montrer que <u vneN

N |-

<1
11
dx — | ————dx
0]+ x"
1 x)
1+x"+1)

. 11
Solution :1) u,_,, —u, :I01 —
+X

i I

On sait que : 03xsl donc : Osl—x

1+x"-1—x""
1+ X"t

1+x

>0 car 0<x

Donc: u,,, —u, 20 VneN

Donc: (u, ) est croissante

%Sun <1 VneN

Ona: x6[0,1]<:>0§x£1<:>0$x”£1

2) Montrons que :

1
X" +1

©1£X”+1£2<:>l£ <1

1
Donc: I
[0}

N[
o
X
IA
O'-—.b—‘

1

Donc : Eéun <1 VneN

Exercicell :soit la suite numérique (u, )

nx

g 1e
définie par : unzj ~dx VneN

0l+e

1)Montrer que :

http://www.xriadiat.com
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nx nx

enx

€ Se <
1+e 1+e* 2

. (u
et lim [—2 j
n—>+o| @

Exercice12 :Calculer les intégrales suivantes :

vneN VXe[O;l] :

2) En déduire: limu,

N—-+o0

A= mdt 2)B- j (1nx)

3) C= [ 2x /X2 +1dx

"l
=[artant]2=artan1—artan0:£—0=Z
4 4
Inx e ' 3
2) B= J' 1(Inx) (Inx) dx
_!(Inx)4 } _(ine)' (ny)' 1
|4 | 4 4 4
1
1
3)C= I 2x/x2+1dx = I (x2+1)(x2+1)z dx
B
1
2 1+ NE)
- % ={g (X2+1)3} =2(2_1)=g
1L 3 .3 3
2

Exercice13 :Calculer I intégrale suivante :

T R In2 X
1)1 :jo xsin xdx 2) J :IO xe*dx
3) K = L In xdx
Solution :1) | :joﬂxsin xdx
Onpose : u'(x)=sinx et v(x)=x
Donc u(x)=-cosx etv'(x)=1
On a u et v deux fonctions dérivables sur un

intervalle [0;z] et u’ et v' sont continue sur [0; 7]

Donc : | =[- xcosx] j —cosxdx =[- xcosx] -[- smx] =7
2) 3= xe'dx

On pose : u'(x)=¢e* et v(x)=x

Prof/ATMANI NAJIB

Donc  u(x)=e* etVv/(x)=1

On a u et v deux fonctions dérivables sur un

intervalle[0;In 2] et u' et v' sont continue sur

[0;In 2]

In2

Donc : J _[xe ]m — [ “le*dx =1In2e"? —[eX]:z

J=2In2—(e"*-1)=2In2-(2-1)=2In2-1
3) K :Leln xdx ona K :Leln xdx =J':1><In xdx
On pose : u'(x)=1 et v(x)=Inx

u(x)=x et v'(x)= %

On a u et v deux fonctions dérivables sur un

Donc :

intervalle[1;e] et u' et v’ sont continue sur [1;e]

Donc: K = [xlnx jxx—dx_elne IXx—dX

K =e—J‘leldx=e—[x]1 =e—e+1=1

Exercice14 : En utilisant une intégration par
partie calculer :

lnx

\/_2

1)1 = j;xezxda; 2) J = L

3) K = I;x&dx 4) L= J.;;a:z sin zdx

5 M = Ile(azlna:)dx 6) N = Lecos(lnx)dx
Solution :1) I = _[;xez‘”dx la démarche est la

méme ;[ = J.(;Lxezzdx = %[:pezx ]1 — ljlezxdm

1 :%[mezxﬁ) _%[62:5]2 = %(62 +1)

2
S lnx -

e
_ — 3
]—l ﬁdx—jl z °Inzdx
I O O T
= {3:103 In x] J. 31‘3 —d:l: = {31:3 In x] - 3‘[ 3dg

1 1

http://www.xriadiat.com
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1 e’ 1 e’
—-9lz3| =9
1 1

=323 nzx

Exercice15 : En utilisant une intégration par
1 —X

= J.O (x—1)e*dx

K :Jlolln(1+\/;)dx

partie calculer : J

N:IZ X dx

M :L X(1-1Inx)dx S o x

T

Q= _[02 22 cos zdx

= I:\/x+3dx

R :Iexlnxdx
1

Exercicel6: On pose : |,
vneN" | :Iolx”\/x+3dx
1- a) Calculer I,

b) Calculer I, en utilisant une I.P.P

2- Montrer que la suite (1) est décroissante.

3- a) En utilisant un encadrement adéquat,

3 2
montrer que : <I, <
n+1 n+1

b) En déduire la limite de la suite (I,)

Exercice17 : En utilisant une intégration par
changement de variable.
Calculer les intégrales suivantes :

3 dt
DI, =[——— onpose x=Alt
) ok P
n 3x 2x X
2) IZ:LIZ%dX onpose t=e"
3) IS:'[:#dt on pose Xx=Int
e’ ty3+Int

4) I4:.|.fln(1+tanx)dx on pose x:%—t

Prof/ATMANI NAJIB

Solution : 1)I1:I3( at

NN

t=1=x=1

Ona: x:\/t_ donc :
{t:3:>x:\/§

dx 1 d dt

— == 0X=—
dt 24t 2t

dt

B2
-fl 1+x2

3 dt B2X
1 J.l (1+t)\/f Il (1+ XZ)X

l, = [2arctan x]j§ = 2arctan+/3 - 2arctan1= 2?”—% =

3x 2X X
n2e”* +e°" +3e
2) I2=I ———————dx onpose t=¢"

0 1+e*

x=0=t=1
Ona:t=e" donc:
X=ln2=>t=2

ﬂ=eX — dt =e*dx on en déduit que : a_ dx
dx t
| = n2 g% +e%* +3e* iy 2t +t° + 3t dt
Z_IO 1+e* _L 1+t2  t

2t +t+3 3
IZ:L 1+t° e O _L( +1+t2jdt

2

1 .
I, = [Etz + 3arctan x} (Continuer les calculs)
1

Y P —
ol 34 Int
Int)
Ona l,= dt on pose x=Int
J *J3+Int P
Int:>dx—dt
t=e? =-2
Ona: x=Int donc: € =X
t=e=>x=1
e 1 1 1
? th\/3+lnt I—Z\/3+x

http://www.xriadiat.com

[N

onpose x=qt

z
6



http://www.xriadiat.com/

On sait que: x — 2+/3+x est une primitive de :

donc: | _[NsT] donc: I,=2

X—

3+X

4) I4:J.01In(1+tanx)dx on pose x:%—t

On trouve :

I, = jgln(1+tan (%—t]j—dt = J'Ozln[lﬂan (%—tndt

T
tan~ —tant 1-tant

l+tant

On sait que : tan(”—tj=

1+tan Z tant

2
1+tant

Donc : 1+ tan (Z-t}:

Donc : I4:IZIn( jdt:jf(an—ln(lthant))dt

0 1+tant

Donc: I, = Ifln 2dt —_[OZ(In(1+tant)) dt

. :jozln 2dt -1, Donc:

21, =In2[+1dt = 21, =%In2:> I4=%In2

Exercice18 : (O;T;]) repére orthonormé avec

f(x)=x’

1)tracer Cr la courbe représentative de f

2) calculer S la surface du domaine limité par :
Cf, 'axe des abscisses et les droites : x = 1
etx=2

Solution :1)

M = 2cm et Soit f définit par :

Cr

= N W A OO0 N O ©
R N SR TR T S T N—

3 2 1 o] 1 2 3
1 4

Integrale = 2.33

2) fest continue et Posmf sur2[1 3 on adonc:
A_Hf )dx = .Hx‘dx jxdx

Prof/ATMANI NAJIB

2
A=[1x3} =1><23 —le =Zx2cm><2cm_§c2m
37 ] 3 3 3 3

Exercice19 : o,|, j) repere orthogonale avec
ﬂ 2cm et j _3cm
it f définit par : f (x)=x*—-2x

Dtracer Cf la courbe représentative de f
2) calculer S la surface du domaine limité par :
Cf, 'axe des abscisses et les droites :

x=1let x=3
Solution :1)
Ct |
5
ad
3
5]
I 1 0
-2 -1 2 3 4 5
-1 htegrale = 0.67

2) f est une fonction polynéme donc continue sur
[1;3]donc : A= _[13‘ f(x)dx = mxz — 2x(dx

Etudions le signe de : x* —2xdans [1;3]
x*—2x=0 < x(x-2)=0 < x=00u x=2

22| +

A= mxz - 2x‘dx = mxz - 2x‘dx + mxz - 2x‘dx

A= _[lz—(x2 —2x)dx+_|.:(x2 —2x)dx

2 3 2 3
A:—[lxtxz} +{1x3—x2} :{—1x3+x2} +{1x3—x2}
3 E . |3 HE )

1 1

N P LR LI U RSP
3 3 3

2 pagelig 2l g 16,1 27
3 3 3 3 3 3

A =2x2cmx3cm=12¢c®m
Exercice20 :(o;T; ]) repére orthonormé avec

M:Zcm et soit f définitpar: f(x)=1-¢"

Calculer S la surface du domaine limité par : Cf,
I'axe des abscisses et les droites :
=In2et x=In4

http://www.xriadiat.com
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In4

Solution :il suffit de calculer : | =_[ f(x)‘dx
4

In2
L= [ ok = [

Onsaitque : INn2<x<In4 donc: e"? <e* <e"*

1—e*|dx

Donc: 2<e* <4 donce* >1 par suite: 1-e* <0

Donc:

In4
| =j
In2
In4
I :[eX —x] =
In2

I :(4—2In2)—(2—|n2):4—2In2—2+|n2:2—In2

1—e*

dx = L:]:—(l— e~ )dx = J'::(ex —1)dx

(6" ~In4)—(e"* ~In2)

Donc: A=(2-In2)x2cmx2cm=4(2—-In2)c’m
Exercice21 : (o;f;]) orthonormé avec”fH: 2cm

Soit f et g deux fonctions tels que:

2e*
e*+1

f(x)

+e et g(x)=e"

calculer en cm’S la surface du domaine limité par

1 (Cy) 5 (C,) etles droites x=0et x=1In2

Solution :il suffit de calculer :

I :jle‘f (x)— g (x)fdx

I:J'Inz 2¢ +e‘x—e‘xdx:J'In2 2¢ dx:jmzidx
0 e +1 0 e +1 0 ' 41
Car: ge >0
e” +1

n X n ex+1' In2
Donc: I:fI 22idx:z Izudx:[ZIn ex+]”

0 e'+1 0 e"+1 0
Donc :
I:2Ine'"2+]J—2In‘e°Jr]J:ZIn?J—ZInZ:ZIn§

2

Donc: A= 2Ingx20mx20m :8Ingczm
Exercice22 : (o;T;]) repére orthonormé avec

Mzo.Scm et Soit f définit par: f (x)=x2—8x+12

Prof/ATMANI NAJIB

et (D)la tangente & la courbe (C, )au point

A3 f(3)
Calculer A la surface du domaine limité par :
(C,) etles droites : (D) et x=1et x=e

Solution : 'équation de la tangente a la courbe

(C,)au point A(3; f(3))est : y=f(3)+f'(3)(x-3)

f'(x)=2x-8 et f'(3)=-2 et f(3)=-3
(D):y=-2x+3

1
—2
-3
—4
-5

Inegrale = 718

—9
—10
—11
—12

il suffit de calculer :

I :m f (x)—y‘dx:'[06(x2—6x+9)dx:Ij(x+3)'(x+3

3 6
I:[—(X+3) ] =18 donc:
0

3

A=18x(0.5cm)2 = 4.5cm?

Exercice 23: (o;T;]) repére orthonormé avec

In x

=Xx-1+—
X
Calculer A la surface du domaine limité par :

Cretlesdroites: y=x-1 et x=1et x=¢e

lecm et Soit f définit par: f(x)

Exercice24 : (o;T;]) repére orthonormé

Soit f et g deux fonctions tels que: f (x)=e\& et
g(x)= Jxe¥* calculer A la surface du domaine

limité par : (C, ) ; (C,) et les droites x=0et x=1

http://www.xriadiat.com 9
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Solution :

Intégrale = -0.563436

S =j:\f (x)-
S= J'Ol‘eﬁ —ﬁe&

x)dx Ua

Jx! ‘dx

On saitque : 0<x<1 donc: 0<+/x <1 donc:

Ogl—\/; donc: S == j:e\/;(l—\/;)dx

On utilisant deux intégration l'une par
changement de variable et I'autre par partie on
trouve :

S J,e" (1= (o[ |

-1)-2x|e }
)-2x)e” |
S=6-2e Ua

Exercice25 : Soit la fonction f définie sur R par :

f(x)=

1) Déterminer la fonction dérivée de la fonction f
et vérifier qu’elle est strictement croissante.

2) Déterminer la surface S1 du domaine limité par
I'axe (Ox) ; la courbe Cy et les droites:
x=0etx=1.

3) Déterminer la surface S2 du domaine limité par
la droite (A) y = x ; la courbe Cy et les droites:
x=0etx=1.

Exercice26 :(0;7;]; R) orthonormé avec”TH = 2cm

f(x):\/;

xe* +x+1
e’ +1

Soit la fonction f définie sur R* par :

Déterminer en cm®le volume du solide engendré

par La rotation de la courbe Cr au tour de I'axe des
abscissesentrea=0 etb=4
Solution :La rotation de la courbe Cr

Prof/ATMANI NAJIB

au tour de I'axe des abscisses entrea=0et b =4
engendre un solide :

IZIOA dx j ( )dx ﬂIXdX

2 4
Iz;{%} =87 etona: ’ :

B

Donc le volume est : V =8z x8cm?® = 647cm®

Exercice27 :(O;T;];R) orthonormé avecm <
Soit la fonction f définie sur R par :

f(x)=/x(e"~1) et (C) la courbe de f

Déterminer en cm®le volume du solide engendré

par La rotation de la courbe Cr au tour de 'axe des

abscisses dans l'intervalle [0;1]

Solution :on calcul : J'le(eX ~1)dx

= [ (f(x)) de= ) (\/ﬁ) de = x(e" ~1)d

On utilise une intégration par partie :

On pose : u'(x)=e* -1 et v(x)=x

Donc: u(x)=e*—x et v'(x)=1

Donc : j:x(e* —l)dx = [x(eX - x)]z —‘[Oll(ex - x)dx
2

1
I:x(ex —1)dx = e—l—{ex —X?}

0

J‘le(eX —1)dx:e—1—e+%+1:%

Donc : | =%7z par suite :
Vel Bom=4on
2 27 27

Exercice28: (O;T;];R) orthonormé avec‘ﬁ” =2cm

Soit la fonction f définie sur R par: f(x)=+Inx
et (C) la courbe de f
http://www.xriadiat.com 10
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Déterminer en cm®le volume du solide engendré

par La rotation de la courbe Cr au tour de I'axe des

abscisses dans l'intervalle [1; e]

Exercice29: (O;T;];R) orthonormé avec‘ﬁ” =2cm
Soit la fonction f définit par :

f (x)=x+1-Inx et (C) la courbe de f

Déterminer en cm®le volume du solide engendré

par La rotation de la courbe Cr au tour de I'axe des

abscisses dans l'intervalle [1; e]

Exercice30:En utilisant les somme de Riemann

n

calculer : lim _
Z n + k2

Solution : Pour cet exemple il faut faire
apparaitre les bornes (a et b) puis I'expression de
la fonction f:

Si on factorise par n a l'intérieur de la somme on
aura :

()

= n®+k? N4 (ka
1+
n

et d’apres cette expression on conclut que :

a=0eta=let f(x)=

1+ x2

On aura :

lim Z

n—+o0 k=1 n

= lim = Z

n—+0 N £ ( )
1+] —
n

Il 1 dx
01+ x2

= lim = Z
n—-+oo N 42
+ -
(nJ
=[ar tan x]i) —artanl—artan0=2=

Exercice31:
En utilisant les somme de Riemann calculer :

1) lim Z—

n—>+oo

2n-1

n—+oo

1
Z:\/n +kn

Prof/ATMANI NAJIB

3) lim

N—>+o0

Solution : 1)

. 1 1& 1 18
L T nk Ko
k—ln(l+nj

De I'expression on peut remarquer que :

a=letbh=2 et f(x)=1 et puisque f est
X

continue sur [1;2] alors :

=In2-Inl=1In2

lim Z =

N+ €= + k

21 2
) ;dx =[In(x)],
2) On pose (changement d’indice)
n—1 1

= k — n on obtient :
J J-Z(;j+2n

mtk=n+j+n=2n+j)
Donc:

o 2

e n+k noef= j+2n

De I'expression on peut remarquer que :

a=0et b=1et f(x):ﬁ

3) Iim

N—>+o00

] n 1 ]
lim — = |lim 1+—
””*‘”kZ:;‘ Jn? +kn “**“’nkz“g( j

De I'expression on peut remarquer que :
1

Ix
I|m L

Ny 1\/n +kn

a=letb=2 et g(x)=

Donc :

— dx = 2(v2-1)

11
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Exercices 32 :
1)Calculer les limites des sommes suivantes :

n-1 K 1k
SS=) ——— et S, =
1 kzz(;n [an2 _ k2 2 kZ::jn2+k2

2) a) Calculer en utilisant une intégration par
1
partie : IO In(1+x*)dx

b) En déduire la limite de la suite :
14" 1

u, = =TT (ne+ko)s
N2 7

(Introduire In dans I'expression de u,)

Exercice33: Déterminer la fonction primitive de la
fonction Inx qui s’annule en e.
Solution :La fonction primitive de la fonction lnx

qui s'annule en e est F(x) :J.:IntdtOn va
procéder par une |.P.P

ona [ex] Onpose: u'(t)=1 et v(t)=Int

Donc: u(t)=t et v'(t)=%
On a u et v deux fonctions dérivables sur un
intervalle[e; x] et u’ et v’ sont continue sur [e; x]
Donc :

F(x):J':Intdt :[tlnt]: —thx%dt:xln x—e—fldt

F(x)=xIn x—e—[t]: =xInx—e—x+e=xInx—x
La fonction primitive de la fonction Inx qui

s’annule en e est : F(x): xIn x—x

Exercice34: étudier la dérivabilité de la fonction

F définit par : F(x) = J'inxe"zdt sur R™ et

X

calculer F'(x) vxeR™
Solution :est dérivable sur R*

1 , . "
car Xx - —et x » Inx sont dérivables sur R**
X

Prof/ATMANI NAJIB

et la fonction f: t - e est Continue sur R soit ¢

une fonction primitive de f.

F(x) = Enxe"zdt = [p(1)]."

X

VxeR™ F'(x) = (pov)'(x) — (pou)'(x)

= v'(x) x @'(v(x)) — u'(x) x ¢'(u(x))
= v'(x) % f(v(x)) - uw'(x) x fux))

:<mxye«wr_(1je{ﬂz

X

1 _(nx)e
X

Exercice35: soit la fonction F définit par :
F(x) = J'OX“ZX J1+tdt vxe [—1; +oo[
1)Etudier la dérivabilité de la fonction F

et calculer F'(x) Vxe[-1+o

2) calculer F(x) sans intégrale
Solution :

la fonction x — +/1+ x est continue sur [—1; +oo[
et la fonction: v:x — x2+2x est est dérivable sur
Ret V(R)=[-1+o[
donc F est définie et dérivable sur R etona:

F(x) = V'(x) f (v(X)) = 2(x+1)[x+1]
2)F) = [ rtdt= [ (14 t) (L+1)2 dt

2 3 X24+2X
=| Z(1+t
{3( i )Z}

0

X2+2X

:E(m)m}

0
_2 2
F(x) _E(X+1) |x+1
Exercice36: étudier les variations de la fonction
Y - . - X tZ 2 _
F définie sur R par : F(x) = _[0 e’ (t2—4)dt
Solution : la fonction: t — e" (t2—4)est

Continue sur R donc Fest dérivable sur R

Fx)= € (X2 — 4) le signe de F’(x)est le signe

de x2—4 donc:
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a)Sur [2;+oo] et ]-0;—-2] F est croissante

b)Sur [-2;2] F est décroissante

Exercice37: soit h la fonction définie sur :
1
}_%;m[ par: h(x) =(1+2x)x si x=0
et h(0) = e?
1)Montrer que h est Continue sur }_1;%{ eten
2

déduire que :

H:x —>joxh(t)dt est dérivable sur}_l;w{
2

1 ex
2)calculer : lim = jo h(t)dt

1In(1+2x)

1
Solution :1) h(x) =(1+2x)x =e*

- . lIn(1+2x)
limh(x) =limex
x—0 x—0
In(1+2x
Ona Iimlln(1+2x)=lim2g=2
x=0 X x—0 2X

Donc : Iirrg h(x) = e* = h(0) donc h est Continue
Et puisque h est la composée de fonction sur

}_1;%{ continues
2

alors hest Continue sur }_1;%[
2
Donc: H:x— _[Oxh(t)dt est dérivable sur}_l;m{
2
2)on a: H'(x)=h(x)—h(0)

1 ,
'X'L'S;Io h(t)dt=H'(0)=¢?

Exercice38:Soit la fonction f définie sur ]1, +«[
1

par (vt €10, +=[ ) (£(¢) = e™
1) Etudier les variations de f sur ]1, + [.
2) Considérons la fonction définie sur ]1, +« [

par : F(x) = J'XXH f (t)dt

a) Montrer que (Vx €]1, += [) :
Prof/ATMANI NAJIB

(flx +1) = F(x) = f(x))
b) En déduire lim F(x)

X—>—+00

3) a) Montrer que (vt €]0, +=[)(e' >t+1)
b) En déduire que : (Vx>1): In
X+1 1

F(x)—1zjx Tt

4)a) Montrer que : (Vt €]0, +[)(Int <t - 1)

b) En déduire que (vx > 1)(F(x) - 12 |n(i)

c) En déduire lim F(x)
x—1"

5) Montrer que F est dérivable sur ]1, +«= [
et calculer F'(x) pour x > 1

6) Dresser le tableau de variation de la
Fonction F

7) Construire la courbe CF.

C’est en forgeant que I'on devient forgeron
Dit un proverbe.

C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et

exercices

Que l'on devient un mathématicien
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