LES PROBLEMES CLASSIQUES




Cuestion 35 :
Sait F la fenction définie par F(x) = faxf(t)dt;queupxéoenterauxf?

I1 suffit d’écrire que F est la primitive de f qui s’annule-en a

Cuestion 39 :
Sait F la fonction définie pax F(x) = [ f(t) dt ; mentrer que F est dévivatite et
caleuler sa deévivée

Il suffit d’écrire que F étant la primitive de f qui s’annules-en a, alors
F est dérivable et F'(x) = f(x)

Cuestion 40 :
ﬂ)anmmw&ttapmétatiangéanwh&;uedef’intégw&f;f(x) dx

(sous réserve que a < betqueVx € [a;b], f(x) = 0)

.. b . . e s ST
Ecrire simplement que fa f(x) dx est I’aire en unité d’aire du domaine limité par

la courbe (Cy ), I’axe des abscisses et les droites d’équations x = a et x = b




Classigque 1 :
Equation difféventielle avec second membne y' + ay = g(x)

2x

On considére I’équation différentielle (E): %y' +y=e"

1) On pose u(x) = axe™%* ou a est un réel.
2)Déterminer le nombre réelapour que la fonction u: x +— u(x) définie sur R soit

solution de (E)

3)Résoudre I’équation différentielle (E,) : %y’ +y=0

4) Démontrer qu’une fonction y définie et dérivable sur R, est solution de (E) si et
seulement si la fonction y — u est solution de (Ej).

5) En déduire toutes les solutions de (E) puis la solution particuliere f de(E),
dont la courbe représentative (C) dans un repére orthonormé (0 ;1,]) passe par
le point A(0; —1)




Reésalution

(1) Détevminons le nambirea
u est solution de (E) si %u’(x) + u(x) = e™2%
1

Eu’(x) + u(x) _ e—2x :>Eae—2x — e—2x

Par identificationa = 2 = u(x) = 2xe™**
(2) Résolution de (E,) : %y’ +y=0

1
SV +ty=0=y'=-2y=y=ke "k €R

(3) Démonstration
Suppesons que y est sclution de (E) et montrons que y — U est sclution de (Ej)

Si y est solution de (E), alors on a %y'(x) + y(x) = e %%,

or %u’(x) +ulx) = e ?*d’ou %y’(x) + y(x) = %u’(x) + u(x)
= %(y —u)'(x) + (y —u)(x) = 0 etdonc y — u est solution de (E;)




Reéciproquement, supposens que y — U est sclution de (E ) et montrons que y est
sclution de (E)

Si y — u est solution de(Ey), alors on a % y—uw)x)+ @y —u)(x)=0dou

~y'(x) — ' (0) + y(0) —u@x) = 0 = -y' (1) + y(x) = su' (x) + u(x)
Or %u’(x) +u(x) = e %2* d’ou %y’(x) + y(x) = e~%* et donc y est solution de (E)
En conclusion y est solution de (E) si et seulement si y — U est solution de (E)
(4) Déduction de toutes les solutions de (E)
Soit y une solution de (E), on a d’aprés (3) et (2), y(x) — u(x) = ke™%* ;d’ou
y(x) = ke ™ +ulx) ® y(x) = ke ™** +2xe **; k€eR
Selution particuliere f de (E)

f(x) = ke 2* + 2xe P et f(0) = -1 k= -1 & f(x) = (2x — 1)e™*

Commentaires

e Ces quatre questions sont toutes liées

e Tout candidat sérieux doit étre en mesure de reproduire a I’1dentique le raisonnement
du classique 1

e Attention !!!  La réciproque dans la question (3) n’est pas facultative




Classigue 2 : Etude d'une suite vécurente Uy, 1 = f(uy,)

Soit f la fonction définie sur [0 ; 1] par f(x) = e’

eX +x
(1) Etudier les variations de la fonction f
(2) Soit g la définie sur [0 ; 1] par g(x) = f(x) — x

Montrer que I’équation g(x) = 0 admet une unique solution @ et que a € E : 1[
1
(3) Onpose [ = [5 ,1]
(a)  Montrer que pour tout élémentx de I, f(x) € I et que |f'(x)| <
(b)  Montrer que pour tout élément x de I, |f(x) — a| < % |x — af
1
Ug = E

Uns1 = f(uy)

(4) Soit (u,,) la suite définie pour tout n € N par {

(a) Montrer que pour tout entier naturel n,u,, € I

(b) Montrer que pour tout entier naturel n,
1

1
Iun+1 o al < Elun o al et que Iun o a'l < on+1

(c) Montrer que la suite (u,) converge vers «
(d) Déterminer le plus petit entiern, pour lequel I’on a pour tout n > ng, lu, —a| < 1073

Ondonne: Ve =~ 1,65:e ~2,72 :In2=0,69 et In10 = 2,30 116




Reésolution

(1) Variations de f
reLy — (x—De” , B e* , o (x—1)e*
i) =3 VxE [0; 1], x—1<0et - Do s
VxE [0 : 1], f'(x) < 0 alors f est décroissante
(2) Montrons que I’équation g(x) = 0 admet une unique solution «
g =fx)-1;¥Vxe[0; 1, f/()<0=f(x)-1<0=g'(x) <0

La fonction g est continue car dérivable et est strictement décroissante sur[O ; 1].
Alors réalise une bijection de [O : 1]sur g([O; 1]) = [g(1) ; g(0)] = e ; 1].

e+1

Or0 e [—-ei—l . 1] d’ou I’équation g(x) = 0 admet une unique solution @ € [0 : 1]

Montrons que a € E . 1[
(1) ve 1 2Ve-1

2) T Ve+t 2 2(Ver)

=>g(%)><.9ﬂ)<0alorsae]%;1[
g =—-1

e+l




(3) Onpose I = E ;1]
(a)  Montrons que pour tout élément x de I, f(x) € I
xXeEl & 1 <= x=l& )< f(x) < f(i) car f est décroissante sur [

1 Ve
Orf(5) = . _—076etf(1)— - = 0,73 d’ou

<073 < f(x) < 0,76 < 1etdonc f(x) € I

(b)  Montrer que pour tout élément x de I, [f'(x)| <=

er@%stu:n/ESexseetos—(x—1)s§<:>os—(x—1)ex_

%SxSlet\/EsexSei:n/E+%Sex L x<e b1

134 P 2 2
@(JE+§) <(e*+x)X<(e+ 1)

1 1
< & - — x
(e+1)2 — (e*+x)%2 — (\/E+§)2 et 0 < —(x —1e* <

(x—1)e* e . e
(ex+x)2 — 2(\/54-%)2 —_ 2(\/5)2
Onaalors 0 —f' () S ;& —3< <00l < If @I < |-

etdonc |f'(x)] < %

08 -




s - 1
(c)  Montrer que pour tout élément xde I, [f(x) — a| < - |lx — af

a€letVxel |f'(x)] < %alors d’apres 1’inégalité de la moyenne, on a :

7 F@dt| < lx —al dou |l < 51x —al & |f(x) - f(@)] < |x —al

Or d’apres (2), f(a) =adouVx€l|f(x)— al S%Ix — a
1

u0=5

Uny1 = f(un)
(a) Montrons que pour tout entier naturel n, u,, € I

1 1
Pourn =0, onauy =z €1=>;1|
Supposons que pour tout entier naturel n, u,, € I et montrons que U, ;1 € [
Siu, €1,alors f(u,,) = u,+; €I card’aprés (3a) : Vx €l,f(x) €I
Conclusion : Par récurrence, pour tout entier naturel n, u,, € [
(b) Démonstrations

(4)  Soit (u,,) la suite définie pour tout n € N par {

: 1
v Montrons que pour tout entier naturel n, |u,+; — a| < = lu,, — al
Comme Vn € N,u,, € ; posons x = u,, dans (3c) : On a

1 . . 1
|f (u,) — al Sglun-—al.Orf(un) =u,,,douvneN, |u,, — Szlun—-al
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Autre facon de faire

CommeVneNu,€l;a€c€letVxel|f (x)| < %alors d’apres I’inégalité de la
moyenne, on a :|f;“f’(t)dt| < %Iun — al| d’ou |[f'(t)]g“| < -;-Iu]r1 — al

& |f(u,) — fa)| < %Iun — al. Or d’apres (2), f(a) = a et par définition

> 1
fu,) =upy;dou VneN,|u,p —al < Elun— |
1

v Montrons que pour tout entier naturel n, |u,, — a| < =

Raisonnement par récurrence

= [0] <

5 |
Pourn =0, |uy, — a| = ‘——a‘ 'ESa

: il
Supposons que pour tout entier naturel n,|u, —al < o1 €t montrons que

1
alors |u, .1 — af S%Iun—al ==X et donc |u, — a| <

2n+1 on+1

Conclusion : par récurrence, Vn € N, |u,, — a| < et

2n+2

1
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Autre facon de faire
On saitque Vn € N, |u,,,; — af

S
|

=2

=
o
=

IA

. VAN
N| RN =N =

IA

1
lu, —al < =lu,-;, — af
Le produit membre a membre donne apres simplification :
1 n
lup —af < (5) [uo — a
1 1 1
55a51:>—1s—as—-:>——s —a<0

2 2
= [0] <

1 n 1 n 1 1n+1
=) |lug—al<(=) X-etdoncVneN,|u, —al <(=
2 2

2 2

121




(c)  Montrons que la suite (u,) converge vers «
. . A 1 . n
lim |u, —al < lim (—) :00arH<1dou lim |u, —al=0
n —+oo n—+oo \2 2 n—o+oo
La suite (u,, — @) converge vers 0 et donc la suite (u,,) converge vers «
lim u, =«
n —+oo
(d) Déterminons le plus petit entier n, pour lequel 1’on a pour tout n = n,,

n+1

n+1
Onalu, —al < G) donc aura |u,, — a| < 1073 si (%) < 107°

n+1
2) S10—3=>—(n+1)ln2£—31n10=>n231n10_1

In2

= n = 9etdonc nyg = 9.

Commentaires : Faire le méme raisonnement pour les questions :

v Déterminer le plus petit entier n, pour lequel u, est une valeur approchée de
a 21073 pres

v’ Déterminer le plus petit entier n, pour lequel 1’on a pour tout n > n,,
lu, —al <1073




Prabileme de Syntfiese 2

On considere la fonction f définie sur |0 ; +oo[par f(x) = x + In (ﬁ)

On désigne par (C) la courbe représentative def dans un repére orthonormal (0 ; 7,))
du plan d’unité graphique 4 cm.
PARTIE A

1. Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

2. Etudier le sens de variation de f puis dresser son tableau de variation

3.a. Montrer la droite (A) la droite d’équation y = x — In 2 est une asymptote a la
courbe (C) de f
b. Etudier la position relative de (C) et (A)

4. Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une solution unique a

et justifier que a € [1 ; Z‘
5. Tracer(C) et (A)

6.Soit t un réel compris entre 0 et 1

a. Calculer A (t)en unité d’aire du domaine limité par la courbe (C), la droite (A) et
e?-1

les droites d’équations x = t et x =

(On pourra s’aider d’une intégration par parties)




b. Déterminer thrg A(t)

7. Montrer que a est solution de I’équation (2x + 1)e™ = x

PARTIE B
On nomme g la fonction définie sur [ = [1 ] par g(x) = 2x+ 1)e™

1. Etudier les variations de g
En déduire que pour tout x élément de I, g(x) € I

2. Monter pour tout x élément de I, |g'(x)| < % etque |g(x) — a| < %Ix — af
uO — 1
n+1 g(un)

3. Soit (u,,) la suite définie pour tout entier naturel n par : {

a. Montrer que pour tout entier naturel n, u,, € I
. 3
b. Montrer que pour tout entier naturel n, U, — a| < . lu,, — al

: 1(3\"
c. Montrer que pour tout entier naturel n, [u, — a| < - (E)

En déduire que (u,,) est convergente et donner sa limite
d. Déterminer le plus petit entier naturel ny pour que u,  soit une valeur

approchée de @ a 1072 pres.

Ondonne: In2=0,70;:In3=109; In5=1,60;In7 = 1,94 ;
e =037; e =02




