Géomeétrie analytique de I'espace
Exercices avec solutions
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TD-Géométrie analytique de I'espace

EXERCICES D’APPLICATIONS
AVEC SOLUTIONS

Exercicel: Soient B (T; i E) une base de V,
U(L-12) et V(-2.2-4) et W(11;2)
1)étudier la colinéarité des vecteurs U etV

2)étudier la colinéarité des vecteurs Uetw

. 1 -2 1 -2
Solutionl :1) =2-2=0 =_4+4=0
-1 2 2 4
et et| 24‘=4—4=0D0nc U et V sont
colinéaires
-1 1
2) =2-2=-4%0
2 2

Donc U et W sont non colinéaires

Exercice2 :Soit 'espace (£) muni d’'un repére
(O;T; ] E) ; et considérons les points

A(L21) et B(2,1,3) etC(-L4;-3) et D(23;3)
1. étudier I'alignement des points A4, B et C

2. étudier I'alignement des points A, B et D
Solution2 :1) AB(2—1;1—2;3—1)<:> AB(l;—1;2)
AC(-1-L4-2,-3-1) < AC(-22-4)

‘—1 _

2 1
=4-4=0 et 5 =-4+4=0 et

1 2
=2-2=0
-1 2

Donc A, B et C sont alignés

2) AB(2-1,1-2;3-1) < AB(L-12)
AD(2-1,3-2;3-1) < AD(L12)
-11
2
alignés

Exercice :Soit I'espace (£) muni d’'un repére
(O;T; ] E) ; et considérons les points
A(,-21);B(-1,0,1);C(0,1,0) et E (7,6,1)

1. Vérifier que les points A, B et C sont non
alignés

-2-2=-4#0 Donc 4, B et D ne sont pas
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Que pouvez-vous dire des points A, B et E.

2. Déterminer le point D pour que le quadrilatére
ABCD soit un parallélogramme.

3. Déterminer le centre de ce parallélogramme.

Exercice3: B (T; ] R) une base et Soient
u(2-43) et v(-L12)et w(3,1-1)
Trois vecteurs

Est-ce que les vecteurs U et V et W sont
coplanaires ?

Solution3:

S T 1 3] |1 3
det(uv,w)=-4 1 1|=2 " |-(-4) +3

s 2 - 2 -1 1.1

det(U;v; w) = 2(~1-2)+4(1-6)+3(~1-3) =38 % 0

Donc les vecteurs U et V et W sont non
coplanaires
Exercice4 :Considérons les vecteurs

u(2m+13;2-m) et v(-12;3)et w(-3;12)
déterminer le réel m pour que les vecteurs
Uet V et W soient coplanaires.

Solution4:U et V et W sont coplanaires ssi

det(ﬁ;\7;Vv)=0
am+l -1 -3 2 1 L1 3 ! 3
det(uvw)=| 3 2 1|=(2m+1) ‘-3‘ ‘+(2—m)‘
37 703 2 2 1
2-m 3 2

Ssi 1(2m+1)-21+5(2-m)=0<-3m=10= m:—%

Exercice5 :Résoudre dans R le systéeme :
2X+y—2=2
X—-y+3z=3
—X+2y+z=-1

=




Exercice5: On calcul:

2.1 -
-13 |1 -1 |1 -
A=|1 -1 3|=2 -1 +1 =-15%#0
2 1 2 1} |-1 3
-1 2 1
Ona: A#0
2 1 -
3 -1 3
A2 1 5 s
A A -15 3
2 2 -
1 3 3
A, 1 -101 2
y:—:.—:__
A A 15
2 1 2
1 -1 3
N
A A -15 5
Donc: S= §;_—2;ﬁ
3155
Exercice6 : soit la droite (D)
X =-3+2k
de représentation { y = -k (keR):
z=4+4k

1)Estce que B (3; 2;5) appartient a (D) ?
2)déterminer un point de la droite (D) et un
vecteur directeur de (D)

Solution 6:1)B (3 ; 2 ; 5) appartient & (D) si et
seulement si il existe k tel que :

3--34+2k k=3
2=k o < k=2
1

5=4+ 4k k=—
- 4

Ce qui est impossible donc B n’appartient
pas a (D).

2) la droite (D) passe par le point A(—3; 0;4)
et G(Z;—1;4) est un vecteur directeur de (D)
Exercice7 : soient les points A(—l;l;O)

et B(2,-11) et C(0;,-12)

1)Déterminer deux équations cartésiennes de la
droite(AB)

2)Est-ce que point C(0;-1;2)e(AB) ?
Solution?7 :ﬁ(3;—2;1)
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x+l_y-1_z les deux équations
3 -2 1
cartésiennes de la droite(AB)
On remplace les coordonnées de C dans les
équations de la droite(AB)

Et puisque : OTH:& _1;1 donc C ¢(AB)

Donc :

Exercice8 : soit la droite (D)définie par les
deux équations cartésiennes :
2x-1 y+1 3-4z

3 4 4

1) déterminer un point et un vecteur directeur U
de la droite (D)
2) déterminer une représentation paramétrique
de la droite (D)

. 2x—-1 1 3-4z
Solution8: 1) = y: = 2

2(“3;—(—1)2(2‘3)

. . 1 3
(D) la droite passant par le point A ?_l;Z et

de vecteur directeur 6(6;8; —2)

X = 1 + 6k

2
y=-1+8k (keR):
= § -2k

4
Exercice9 : déterminer une représentation
paramétrique du plan passant par les points :

A(2,-1-3)etB(0;1,4) et C(-3;0;0)

2)une représentation est :

Solution9 : ABC est le plan passant par
A(2,-1-3) et AB(-2;2;7)et AC(-5,1;3)
Sont deux vecteurs directeurs

Donc une représentation paramétrique du plan

X=2-2t-5t
ABC est:]y_ 1,44t (teR) et(t'cR)
z=-3+T7t+3t'

Le dernier systeme est une représentation
paramétrique du plan (ABC)

N




Exercicel0 : déterminer les coordonnées d'un
point du plan (P)ainsi que les coordonnées de

deux vecteurs directeurs du plan suivant définit
par une représentation paramétrique :

x=3+2t—-4s
(P) y=2+t-s
z=D5f-5¢
Solution10:
[(x =3+ 2t 4s
R
|z =253i-15s

(x=34+2t-4s
sv=24+1¢-1s
lz=0 +5¢-5¢

vous pouvez alors en déduire que c'est un plan
passant par le point
A et de vecteurs directeurs et ¥ :

3 2 -4
Alz| |1l v | ~1
0 5 -5

Exercicell : Déterminer I'équation cartésienne
du plan P(A;U;V) qui passe par A(1,-3;1) et de
vecteurs directeursﬁ(—2;4;l) et \7(—1;0;2)

Solution11 : M(xy;z)e P(A;ﬁ;\?)@det(m;ﬁ;Q):O

ol

8(x—1)+3(y+3)+4(2-1)=08x-8+3y+9+4z-4=0

m(x—l;y+3;z—l)
x-1 -2 -
4 0
oly+3 4 0:0<:>(x—1)‘1 2‘—(y+3)
-1 1 2

-2
1

(P):8x+3y+4z-3=0

Exercicel2 :Soient les droites (D,)et (A, )de
représentations parameétriques respectives

X=-2+k X=-1-t
(D,)<y=2-2k (keR) (A,)jy=2t (teR)
7=4+k z=1+t

Etudier la position relatif de (A,) et (D, )
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Solution12: on a: u(1-2;1) un vecteur
directeur de (D,)et v(-12;1) un vecteur
directeur de (A,)

1 _ - N
et puisque : b 1“:2;&0 les vecteurs U et V sont

non colinéaires donc les droites (A,) et (D)

sont non paralléles
on va déterminer l'intersection de (A,) et (D,)

Donc on va résoudre le systéme suivant :

2+k=-1-t t+k=1
t+k=1
t—k=3

2-2k=2t o t+k=le
4+k=1+t t—-k=3
On remplagant t=2dans

2t=4 t=2
= =
t-k=3  |k=-1

I'équation paramétriques de (A,)On trouve :
X=-3
y=4 Donc les droites (A,) et (D,) se coupent
z2=3

en E(=3,4;3)

Exercicel3 : Soient les droites (D,)et (A,)de

représentations parametriques respectives

x=1+k x=2t
(D,){y=-2-k (keR) (4,){y=1-t (teR)
z2=2+3k Zz=3+t

Etudier la position relatif de (D,)et (A,)
Solution13 :ona G(l; —1;3) un vecteur directeur

de (D,)et: v(2;-11) un vecteur directeur de
(4,)

et puisque :

1 2 - -~
. J:l;to les vecteurs U et V sont

non colinéaires donc les droites(D,)et (A,) sont

non paralléles
on va déterminer l'intersection de (A,) et (D,)

Donc on va résoudre le systéme suivant :

1+k =2t k-2t=-1

k-2t=-1
2-k=1l-tolk-t=-3 <

k-t=-3
2+3k =3+t k-t=1

mais le couple (k;t)=(-5;-2)ne

{k
&
t

vérifie pas I'équation 3k —t=1

1w




Car: 3(-5)—(-2)=-13=1
Donc le systéeme n’admet pas de solutions
Donc les droites (A, ) et (D,)sont non
coplanaires

on a (D,)passe par A(,-2;2)et de
vecteur directeur de u(L-13)
et: (A,)passe par B(0;13) et de vecteur
directeur de
AB(-13;1) onva voirsiles Les vecteurs

ﬁ(l;—1;3) et \7(2;—1;1) et E(—1;3;1) sont
coplanaires ??
-1 1 2

I -1 - 1 2 |1 2
det(AB;u;v): 3 -1 -1=- -3 +
13 1 3 1 31 [-1 -1

det(AB;u;v):14¢0 Donc les vecteurs a et \7

et AB sont non coplanaires
Donc les droites (A, ) et (D,)sont non

coplanaires
Exercicel4 :Soient les droites (D,)et (A,)de

représentations parameétriques respectives

x=1+K X =2t
(D,)4y==2 (keR) (4,){y=1 (teR)
z=2-1k z=3-2t

Etudier la position relatif de (D,)et (A,)
Solution14 : on a (D,)passe par A(1-2;2)
et de vecteur directeur de u(1;0;-1)

et: (A,)passe par B(0;1;3) et de vecteur
directeur de v(2;0;-2)

on peut voir que les Les vecteurs u(L0;-1)
et v(2;0;-2) sont colinéaires

Car : v =2u Donc les droites (D,)et (A,)sont

paralléles
On remarque aussi que : Ag(A,)

1
1=2t 2
car »1 o —%:t
2=3-2t  |,T,

Donc les droites (D,)et (A, )sont strictement
paralleles
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Exercicel5 : L'espace est muni d'un repere (O;
E ).

Soient les droites (D,)et (D,)de représentations
paramétriques respectives

Xx=k-3 X=-2t+1
(D,)<y=-k+3(keR) (D,)iy=2t-1 (teR)
71=2 71=2

Etudier la position relatif de (D,)et (D,)
Solution15 : on a (D,) passe par A(-3;3;2) et
de vecteur directeur de u(%-1,0)
et(D,)passe par B(L-12)et de vecteur
directeur de v(-2;2;0)

on peut voir que les Les vecteurs u(L-10)
et v(-2;2;0) sont colinéaires

Car : v=-2uDonc les droites (D,)et (D,)

Sont paralleles
On remarque aussi que :

3=-2t+1 (2=t
Ae(D,) car {3=2t-1 <<2=t
2=2 2=2

Donc les droites (D,)et (D,) sont confondues

Exercicel6 : Soient les droites (D) et (D’) de
représentations paramétriques respectives :

x=k X=2+6K
D) < y=1-k (keR) ()< y=-3-12k (KeR)
z=-3-2% z=4+3K

Etudier la position relatif de (D)et (D’)
Solution16 :

M(x;y;z) appartient a (D) et (D’) si et seulement
si il existe k et k' réels tels que :

k=2+6k' k=2+6k k=0
k312K & 4 1-2-BK =312k © k':—%
3 ok d:3K 32k =443 3_2k-4+3K

Cette derniere égalité sert a vérifier notre
résultat :
3-2k=3-0=3 et 4+3k=4-1=3.

k=0 et k':—% donc (D) et (D') possédent un unique paint commun C

Dont les coordonnées peuvent étre calculées a
I'aide de-kou k' : C(0;13)

I~




(D) et (D) sont alors contenues dans le plan (P)
passant par C et de vecteurs directeurs

u(L-1-2) et v(6;,-12;3)
Exercicel7 :Soient la droite (D,) de
X=—-4t+2
représentations paramétrique(D,){y=2t-1 (teR)
=3
et le plan (Pl) d’équation cartésienne:
(R):3x+2y+z+1=0

Etudier la position relatif de (D,)et (P,)
Solutionl17 :
on a (D,) est de vecteur directeur u(—4;2;3)

Etona: 3(-4)+2x2+3+0
donc (D)) coupe (Pl)en un point unique
ona M(xy;z)e(D,)n(R)< IkeR/

X=—4t+2 X=—4t+2

=
7=3t z.=3t
3x+2y+z+1=0 . |3(-4t+2)+2(2t-1)+3t+1=0
t=1

~onc (D)) coupe (PR)

y=1
2=3
au point A(-2;1;3)
Exercicel8 :Soient la droite (D,) de
représentations paramétrique

L

Xx=—-4+5t
(D,){y=-1-2t (teR)
7=-3+t

et le plan (Pz) d’équation cartésienne:
(R):x+3y+z+4=0

Etudier la position relatif de (D,)et (Pz)
Solution18 :on a (D,)est de vecteur directeur

u(5-21)etona: 5+3(-2)+1=0
donc (D,) est paralléle a (P,)

on va déterminer I'intersection de (D,) et (P,)
Donc on va résoudre le systéme suivant :
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X=—4+5t
ona M(xy;z)e(D,)n(P,) e 3KeR/ y=-1-2
7=-3+t
X+3y+2+4=0
X=-4+5 X=-4+5t
y=-1-2t y=-1-2t
& =
71=-3+t 7=-3+t
(-4+5t)+3(-1-2t)+-3+t+4=0 |-6=0

Donc le systéme n’admet pas de solutions
donc (D,) ne coupe pas le plan (Pz)

Donc (D,)strictement paralléles a(P,)
Exercicel9:

L'espace est muni d'un repere (O; E’;;‘; x)
Soient deux plans (P) et (P') d’équations
cartésiennes:

(P):2x+y-z+2=0 et (P'):3x+y+4z-1=0
Etudier la position relatif de (P)et (P')

Solution19 :on a:

1‘:—1;&0 donc (P) et

(P') se coupent suivant une droite (D)
Déterminons une représentation paramétrique
de la droite (D) intersection de(P) et (P')

(D) a pour systéme d’équations cartésiennes :

2Xx+y-24+2=0
M (XY, D
(6yz)<( )©{3x+y+4z—1=0

2 =7-2 =37+3
{x+y : @{X £t et on pose (z=t)

3X+y=-4z+1 y=-5z-8

Xx=3+3t
Donc : (D){y=-8-5t (teR)

z=t
(D) est la droite qui passe par le point
A(-3;-8;0) et de vecteur directeur U (3; —5;1)
Exercice20:
L'espace est muni d'un repere (O; ?;;"; %)
Soient deux plans (Q) et (Q') d’équations
cartésiennes:

N

(Q):(l—\/f)x—;yﬂ—ﬁzo et
(Q’):(«/E—Z)x—y+\/§z—2:0

(&)}




Etudier la position relatif de (Q) et (Q')

Solution20:ona: 1-V2 _g =0 et
2-2

1-2 1 o et _g 1,

J2-2 2 182

donc (Q) // (Q')

et puisque : —2 =2

(Q) et (Q')sont strictement paralléles

Exercice2l : Soient les plans (P) et (Q)
d’équations cartésiennes respectives :

(P):x-y-3z-2=0 (Q):2x+y+z-1=0
Déterminer une représentation paramétrique de
la droite (D) intersection de (P) et de (Q).

Solution21 : (D) a pour systéme d’équations
cartésiennes :

x-y—-3z-2=0

2x+y+z-1=0
Il va donc falloir étre capable de passer de ce
systeme a une représentation paramétrique:

x—-y-3z-2=0

2x+y+z-1=0
Une technique consiste a prendre une des
coordonnées comme parametre,

par exemple puis a exprimer les deux autres
coordonnées en fonction de z.

X=y+3z42 X=y+3z2+2 x:—ﬂ—%z+32+2
Ay+3z+2+y+2-1=0 o < y+7z43=0 o y:—i—%z
=1 =7 =2
x='1+Ez
3
= y——ﬁ—%z
Z=2
Une représentation paramétrique de (D) est
x:1+gk
3
donc : (D) y:—l—%k (keR)

z=0+1k
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(D) passe donc par le point A(1;-1;0)eta

. G(Zflj
pour vecteur directeur 3173

[op}




