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| Exercice 1 (2 points)

@ (@) Résoudre dans R I'équation : e?* —4e*+3=0 (0.5pt)

e —de" - 3=0&e® -4 +4—1=0
& (-2 -1=0
S (e®—2-1)("—2+1)=0
& (e —3)(e*—1)=0
Se"—3=0 ou e"—1=0
e —3 ou ¢ =1

Sr=In3 ou z=Inl=0

D’ou I'ensemble des solutions de cette équation est :  S] = {0; In 3}

(b) Résoudre dans R I'inéquation : €2 — 4e® +3 < 0 (0.5pt)
Le signe de €2* — 4e® + 3 est le méme que le signe de 22 — 4z + 3, alors on a :
z —00 0 In3 +00
e?® —4e® +3 R 0 — 0 -+

Donc : €2* —4e* +3 <0 <z € [0;1n 3]
D’ou I'ensemble des solutions de cette inéquations est : S5 = [0; ln3]

) 62;1: — 4e® 4 3
(©) Calculer {1_1}%) ~E (0.5pt)

Ona:e® —1= (") —1=(e"+1)(e®—1) et €2 —4e* + 3 = (e® — 3) (¢* — 1), donc :
62;1' — 4e® o= 3 ‘ (e.z' . ) (6‘1‘ _ 1)

111—}%) e2r _ 1 - 1113%) (6"' —+ 1) (6"‘ = 1)




@ Montrer que I'équation €?* + ¢® + 42 = 0 admet une solution dans I'intervalle [—1, 0] (0.5pt)
On considere la fonction h définie sur R par : h(z) = €** + € + 4a.

La fonction h est continue sur R, car somme, composée de fonctions continues sur R.
1 1 1+e—4e
NE N as e PO
Comme : 2 e , alors h(—=1) xh(0) <0
EB)=14+1+0=22>0

Dot d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, la fonction 4 admet une solution dans [—1, 0]

—

Exercice 2 (4 points)

: 1 ‘
Soit (uy) la suite numérique définie par : up = 3 et Upy) = 3 u2 pour tout n de N
Un
Q Calculer u; (0.25pt)
1 1 1
2 3 _3_1
‘ll‘l 3 2 1:3—1252_
W 3-2xz
2
1
D'ou : = _
ou Uy 1
. 1
0 Montrer par récurrence que pour tout n de N, 0 < u,, < § (0.5pt)
1 1
e Pour n =0, on a ug = 3" alors : 0 < up < 5
1 1
e Soit n de N, supposons que 0 < u,, < 5 et montrons que 0 < u, .1 < 5
On sait (par hypothése de récurrence) :
1
0 <hu o< 3 S —-1< —2u, <0
S2<3—-2u, <3
- 1 - 1 > 1
3 3—2u, ~ 2
S 0X = : < . < : 1
Uy X — X =
3 3—2u, =~ 2 A5
- Wy 1 . 1
3 — 2u,1 4~ 2
|
&0< Ups1 < ‘2‘
1 \ . . . 7 1
D’apres le principe du raisonnement par récurrence, VnelN, 0<u, < 5

(0.5pt)

u
6 (@ Montrer que pour tout n de N, il

Pour tout n de N, on a :

Un+1 3 — 2u, o Un 1 . 1
U U 3—2u, u, 3-—2u,




D’apres la question (2), on a :

1
0<unS§<:>—1<—2un§0<:>2<3—2un§3

1 i 1
= r=
~ 3% 39a, 2
1 Una1 1
s B
= 3 Ty 2
oo\ u’l’l+1 1
D'ou : (VneN); < =
Ui 2
(b) En déduire la monotonie de la suite (u,,) (0.5pt)

Un+1

1
< = <1, alors Uy 1< uy
u'n.

D’apres la question précédente, pour tout n de N, 0 <

Dot : la suite (u,,) est décroissante.

n+1
0 @ Montrer que pour tout nde N, 0 < u,, < <§) . puis calculer la limite de la suite (u,) (0.75pt)

1 1\ g 1)\ 0+1
e Pourn =0, onauy= 3 et <§> =5 alors : 0 < uy < <§)

n+1

: 1 n+2
e Soit n de N, supposons que 0 < u,, < 3 et montrons que 0 < Uy, < (5)

On sait (par hypothése de récurrence et la question 3)a)) :

n+1
(i<l (5 1
S 0<upy € -uy

Uns
0< n+1 S =
U 2

=0< Upt1 <

1
2
1 n+2
=0< Upt1 < (5)

n+1
D’apreés le principe du raisonnement par récurrence, VYneN, 0<u, < (—)

n+1 n+1
T 1 1 T
Comme:VnelN, 0<u,< <§> , et puisque : 0 < 3 < 1, alors : lim (5) — (.

n—+o0o
D'ou : lim u,=0
n—+oo
@ On pose v, = In (3 — 2u,,) pour tout n de N, calculer lim v, (0.5pt)
Ona: lim u, =0, alors: lim 3 —2u, =3
n—+0o0 n——+4oo

Puisque la fonction In est continue sur |0; +oo[ et que 3 €]0; +oc|, alors :

lim v, = lim In(3—-2u,) = < lim 3 — 211,,1) =In3

n——+oo n—+oo n——+oo

D'ou : lim v,=1In3
n—+oo




O @ Vérifier que pour tout n de N,

Up+1

1
—1:3(—— 1)
Unp

3 — 2‘“7] ==

]. . 3 Zan 2“71

Unp
_ 1 —

:3 = 3 u n

Un+1

(Vn € N); L

Un+1

Un Un

—1:3<i—1)
Un

@ En déduire u,, en fonction de n pour tout n de N

1
—1:3(——1>
Un

Donc (par le produit télescopique) :

Un

D'ou :

Pour tout n de N, on a :
Un+1

& 4

Donc :

1
- _1=3

Unp,

1 1 1
——-1]=3"2-1)=3" —=3"+1ou,=
(lto ) ( ) < Uy 57 =u 371. + 1

1
i |

Dou: VneN;, u,=

(0.5pt)

(5
Unp Un,

(0.5pt)

| Exercice 3 (5 points)

0 Résoudre dans I’ensemble C des nombres complexes, 1'équation :

22-\3241=0

Le discriminant A de I'équation est :

2 :
A=y3"—-4x1=3—-4=-1=4
Donc I'équation admet deux solutions sont :

_VB+i VB

g A=

<1

D’ou I'ensemble des solutions de équation est :

S:{ﬁz—i;ﬁ;i}

e

. iT
9 Soient les nombres complexes a = €'s et b = 17

[N VY

@ Ecrire a sous forme algébrique.
s

i— 3
a=eb :cos(%)—l-isin(%) :§+

i

B | =

(0.75pt)

(0.25pt)




@ Vérifier que ab = /3 (0.5pt)

_ v3 1\[(3 /3 3v3 8. % V3 3V3+v3 43
abz(———l)( +17):T+§\z—§\1+72 =g =3

3 5 4\9
Dou: ab=+3
Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O, w,7), on considére les

points A, B et C' d’affixes respectives a,b et a.
' Montrer que le point B est I'image du point A par une homothétie i de centre O dont on déter-
(0.5pt)

minera le rapport.

On a |a| = |ei37'r| = 1 et d’apres la question précédente, on a :
ab = V3 & aab = V3a
& la*b = V3a

& b=13a

& OB = V304

D’out : le point B est I'image du point A par I'homothétie i de centre O et de rapport v/3
“ Soient z Paffixe d'un point M du plan et 2’ 'affixe du point M’ image de M par la rotation R de

7r
centre A et d’angle 5

@ Ecrire 2’ en fonction de z et a. (0.5pt)
R (A[) =M & RMI — 2A = eig (ZM = ZA)
& —a=i(z—a)
S2Z=i(z—a)+a
Dou: 2f=i(z—a)+ta
@ Soit d I'affixe du point D image de C par la rotation R, montrer que d = a + 1 (0.25pt)
BiC)=Dcd=1(a—a)t6
& d=1i(—2ilma) +a
1
@d:—ix2‘ix§+a
Sd=1+a
D'ou : [=Na=El
(0.5pt)

@ Soit I le point d’affixe le nombre 1, montrer que ADIO est un losange.

—
d—l=a& ID =04 & ADIO est un parallélogramme (1)

OA = |a| = |ei% =
— OA=0I (@

ai— = =i=1

De (1) et (2) on en déduit que : ADIO est un losange




3—1
0 @ Vérifier que d — b = \/_2 (1 —1); en déduire un argument du nombre d — b (0.75pt)

V3,1 3 3

_2+v3-3 V3-1.
P 2

V-1 V3-1

2 2 '

d—b= ‘/§2_1(1—i)<:>d—b: (\/5—1)<

)

B | =

1
2

d-b=(V3-1)e
Puisque v/3 — 1 > 0, alors : arg(d —b) = —% [27]

@ Ecrire le nombre 1 — b sous forme trigonométrique. (0.5pt)

1_b:1_§_i£:_l—iﬁzcos<4ﬂ)—|—isin(47r)

5 "B S TNy \3 3

4 4
Dou: 1—b=cos (%) + i sin (?ﬂ\)

@ Déduire une mesure de 1'angle (E} ; EB) (0.5pt)

(E} @) = arg <(11%2) [27] = arg (d — b) — arg (1 — b) [27] = —g - 4; [27]
_ 3r 16w _ 19m _om
=N 27] = ~—15 [27] = 75 [27]
D’ou : (lﬁ) = 51)—” [27]

Exercice 4 (9 points)

Soit la fonction f définie sur [0, +oo[ par : f(0) =0 et f(z)=2zxlnz—2z si x>0

et (C) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O, 1, j) (unité : 10771)

. Montrer que f est continue a droite au point 0. (0.5pt)

Puisque lim zlnx =0 et lim 2z = 0, alors :
TH0T z—0+

lim f(z] = bm 2z —2z — lim 2 (slnz—a) =2(0— 0)=0= f(0)

r—0+ z—0+ z—0+

D'ou : la fonction f est continue a droite au point 0.




. @ Calculer lim f(z) (0.5pt)
T—+00

Im f(z)= lim 2zlhz—2z)= lim 2z(lnx — 1)

T——+00 T—+00 T—+00

Comme lim 2z =+ooet lim (lnz—1)=+4oc,alors: lim 2z(lnz —1) =400
z—+400 T—+00 T—+00

D’ou : an}uloof (z) = +o0

@ Calculer lim

=+ I

; 2e'me—2z
lim f(2) = lim (M) = lim 2(lnz—1)= 400

T—+00 & T—+00 & & T—>—+00

puis interpréter géométriquement le résultat. (0.5pt)

Donc : lim & = +o0
T—>+00 o

D'ou : (Cf) admet une branche parabolique de direction I'axe des ordonnées au voisinage de 400

. @ Calculer h%lJr LI) et interpréter géométriquement le résultat. (0.75pt)
e d xr
; 2zlnz — 2z
lim G = lim (-La-> = lim 2(loxz—1) = —o0
z—0t T z—0+ x z—0+
Donc :  lim /(@) ——0C
z—0+ X
; )= 0 z)—f(0
Ona: lim /@) = —oo& ligh f(L &—oc& hm M = —00
0+ =0+ x—0 z—0+ z—0

D’ou : la fonction f n’est pas dérivable a droite au point 0

@ Calculer f'(xz) pour tout z de |0, +o0]. (0.5pt)
La f est dérivable sur |0, +oc[ comme somme et produit des fonctions dérivables sur |0, +oo|

donc pour tout z de |0, +oc[, on a :
f'(z) = (2z) Inz + 2z (Inz) — (2z)’
25
—2lnz+ = 5
€T

=2Inz

D’ou : (Vx 6]0,-|—oo[); fi(z)=2Ing

@ Dresser le tableau de variations de la fonction f sur [0, +o00] (0.5pt)
e Siz €]0,1], alors Inz < 0, alors f'(z) <0, d’ou f est décroissante sur |0, 1]
e Siz e [l,+oof, alors Inz > 0, alors f'(z) > 0, d’ou f est croissante sur [1, +oo]

x 0 1 +o00




. @ Résoudre dans I'intervalle |0, +oo[ les équations f(z) =0 et f(z) =z (0.5pt)
Soient S et Sy les ensembles des solutions d’équations respectives f(z) =0 et f(z) = z.

)=z 2zlng — 2z =%
Sr2nz—3)=0
Szx=0 ou 2lnz—-3=0

fll=0cIcineg— 25 — ()
&2z (ne —1) =10
<z=0 ou Inz—1=0 3
& =0 o0 lng=1 Sa =10 ou h11?:§
Sz =0 ou z=c¢

Puisque : 0 & ]0,4o00] et e € ]0,4o00]
Alors : |81 = {e}

Sz=0 ou z=e?
Puisque : 0 & ]0,400[ et ez € ]0,+o00]

Alors : Sy = {e'

W

@ Construire la courbe (C') dans le repeére (O, i, j) (on prend ez ~ 4.5) (1pt)

6 .

54

1+ e?
4

€
. @ En utilisant une intégration par parties, montrer que / sinzde = (0.5pt)
1

Par la méthode d’intégration par parties, on a :

r F 1 N 1., 1° (1.1
/a:lna:dx:/ —2?) Inzdr = |=2%Inz —/—:L‘.z—dat
) 2 2 ! 2
1 1 1

e

1 1 1 1 1 ¢
= —2-821116— 561 Inl —/é—mdaz: éez— [sz]l
1
4

1. 1. 1 il I
:-2‘672— [ZBZ_ZXIZ] 2582—162‘*’
_262—62—|—1_ 1 ¢*
- 4 4
a 2
D’ou : /xlnxdx: l_ze




@ En déduire : / f(x)dz (0.5pt)
1

/f(a‘)da‘ :/21‘ Inz — 2zdx
1 1
:2/17111;vd1f— /2;1:(1;1’.
1 1
1+ ¢? 9]¢
e l22 |
. 1 “h
1+ e? : ;
128 fo
1+ e?  2¢? it 2
2 2 2
_ 14e*—2e" 12
B 2
_3- e
=
€ 3 9
D’ou : /f(x)dx = _26
1
. @ Déterminer le minimum de f sur |0, 00| (0.25pt)
La fonction f est décroissante sur |0, 1] et croissante sur [1, +o00],
donc f admet un minimum au point 1 est f(1) = —2,
d’ott:  le minimum de f sur |0, +oo[ est —2
z—1

@ En déduire que pour tout z de |0, +oc], Inz > (0.5pt)

T
Powr tout z de |0, +o0[, on a :
f{&) 2 min f(z)o2zlhz—2z > -2
z€]0,+00[
oring —g = — I
csang =5—1

r—1
&S lnx > * ( car T > 0)
T

z—1

Do : (‘v’x e]0,+oo[), nz >
x

. Soit g la restriction de la fonction f a Uintervalle [1, o0

Montrer que la fonction g admet une fonction réciproque g—! définie sur un intervalle .J qu’'on
déterminera. (0.5pt)

Pour tout z de [1,+o0], la fonction f est continue, dérivable et strictement croissante.
Alors g est continue, dérivable et strictement croissante sur [1, +oo.
Donc :  la fonction ¢ admet une fonction réciproque g~! définie sur un intervalle .J

Avec : J:f([1,+oo[) = [f(l), lim f(a:)[: [—2,+oo[

T—+00




@ Construire dans le méme repere (O, ; j) la courbe représentative de la fonction g=* (0.75pt)

6

h(z)=23+3z ; <0

. On considere la fonction A définie swr R par :

hzes 2xma™— 2 ; z>0

@ Etudier la continuité de h au point 0. (0.5pt)
Ona:h(0)=0+3x0=0et lil})1+ xlnz =0, alors :

i fEe) = liI})l+ 2ol rs-2r =2%x0—2x0=0= h(0)

z—0+

D’ou : la fonction h est continue au point 0

@ Etudier la dérivabilité de la fon-tion h a gauche au point 0 puis interpréter géométriquement

le résultat. (0.5pt)
h(x) — h(0) 3+ 3z :
lim M ~ lim = o = lim z2+3=3
z—0- &—10 T—0- T z—0-
Donc :  h est dérivable a gauche au point 0 ot on a h,' (0) =3

D’ou : la courbe de h admet une demi-tangente a gauche au point 0 d’équation y = 3z

(©) La fonction h est-elle dérivable au point 07 justifier. (0.25pt)
h(x)—h(0 2rlnz — 2z
lim M = lim =tk it 2lnzx —2=—00
z—0+ z—0 xz—0+ x x—0+

Donc h n’est pas dérivable a droite au point 0

D’ou: h n’est pas dérivable au point 0




