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Corrigé Examen National Maths Sciences Maths A et B
2025 Normale

2éme année Baccalauréat - Sciences Maths

Exercice 1 : (10 points)

On considere la fonction numérique f définie sur R par :

e.I

e + e

fz) =
et soit (I') sa courbe représentative dans un repére orthogonal (O, 5, j)

Partie I :
1- a) Montrer que : (Vz € R); f(1 —2) = f(@)

Solution : Calculons f(1 —x) :

T 11—z

1-z e

e Cv 7

f(1 - )= - -

e2(l-2) g e2.e7 22 Lo 272 ¢

Multiplions numérateur et dénominateur par ¢ :

1—x 2% el-l—;c €z+1 T

e - e e
1 - - = = e =
f( ZL’) (6272:1: 4 6)62:1: e2 + e2z+1 6(61 + 62:1:) e2 +e f(,I’)
Donc Vz € R, f(1 — z) = f(m). 0.25pt

b) Interpréter graphiguement le résultat obtenu.

Solutien : La relation/f (1 — z) = f(x) montre que la courbe (T') est symétrique par rapport

a la droite verticale d’équation x = 7 0.25pt

c) Calculer lim, , ., f(z) puis en déduire lim, ., f(x)

Solution :

Quand  — —o0, e — 0 et €** — 0, donc :

=0

. 0

En utilisant la symétrie démontrée en 1-a), on a :

lim f(x)= lim f(1-2)= lim_f(z)=0

Tr——+00

0.5
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d) Interpréter graphiquement les deux résultats obtenus.

Solution : Les limites montrent que :

La droite y = 0 (I'axe des abscisses) est une asymptote horizontale a (I') en —oco et en

+00.
0.5
2- a) Montrer que : (Vz € R); f'(z) = f(x)}jrz%
Solution : (Vx € R) :
f/( ) 6:1:(623: + 6) _ 61(2623:) 632 + €x+1 _ 2€3x _6333 + ea:Jrl
T) = - _
(6210 + 6)2 (621’ + 6)2 (62:5 + 6)2
Factorisons le numérateur :
ex(_€2m +e e _623U +e e(l — e2x—1) 1 — 6237—1
f'@) = —5; 2): T o :f(f’f)'(gT:f(f”)W
(e +e) e +e e¥4e e(e +1) L+e
0.5

1
b) Donner les variations de f puis en déduire que /(Va.c R); 0'< f(z) < B

Solution :

2z—1

Signe de la dérivée : Le dénominateur 1 + ¢ >0 toujours. Donc le signe de f'(z)

dépend de 1 — 2o~ 1,

1—62:0_1>0<:>62x_1<1<:>2$—1<0<:>x<%
f'(z) > 0 sur | — o0, 5
f(z) < 0sur |1, 400]
Variations :
[ est strictement croissarite sur ]~ oo, 5|
| est strictement décroissante sur ]%, +o00[

1 1 et/ /e 1
Maxi = fl=)= =~ = —— =0.30
ST SN TAQ / (2) ete 2 2/e

Encadrement :
f(®) > O/car'e” >0 et e* + ¢ > 0
Le maximum est ﬁ < 3, donc f(z) < 3

1
3- Représenter graphiquement la courbe (I').
yoop=1
0.4
e
0.5
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4- a) Montrer que : foé f(z)dr = @ f(z)dx

Solution : Effectuons le changement de variable u = 1 — x dans la deuxieme intégrale :

/;f(x)dx = /;f(l —u)(—du) = /Oé fu)du = /Oé f(z)dx

car f(1 —u) = f(u). 0.5

b) En déduire que fol f(x)dx = QIO% f(x)dx

/Olf(x)da: = /0é f(z)dx + /;f(x)d;g — 2/05 f(x)de

d’apres la question précédente. 0.25

Solution :

5- a) En effectuant le changement de variables : ¢t = ¢, montrer que.:

3 Ve gi
dr —

Solution : Posons t = €%, donc dt = e*dx = tds. et du= %.
Changement des bornes :

r=0=t=1
r=1=t=el?= /e

Donc : .
I e VeSt dt Ve dt
2—de 2. T 2
0 €“T+e 1/ te+e t 1 t*+e

0.25
b) Montrer que : foé f(@)dx = \/LE [arctan (Ve) — ﬂ
Solution :
/ di_ _ Larctzam . +C
24e Je Ve
Don¢ :
/ﬁ dt 1 tan(1) . 1 1 [x . 1
——— = — |arctan(1l) —arctan | —= || = —= |~ — arctan [ —=
. Pte (e Ve Ve [4 Ve
Mais en utilisant arctan(z) + arctan (2) = 2 pour z > 0, on a :
rctan L arctan (1/e
a NG 5
Donc :
/; f(x)dx = i [Z — (Z — arctan (\/E))] = i [arctan (\/g) _ q
0.5
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c¢) En déduire l’aire, en cm?, du domaine plan délimité par (T'), les droites d’équations
respectives : t =0, x=1et y=0

Solution : L’aire A est :

™

A= /0 fa)ds =2 /0 : f()dx = % Jarctan (ve) - 7

Donc laire est :

2 s
A== Jaret -2 em?
= |arctan (Ve) 1) om
0.25
Partie 1I :
On considere la suite (uy,)neny définie par : uy €]0; %[ et (Vn € N);dyi1 = (un)
1- Montrer que : (Vz € R); |f'(z)| < f(z)
Solution : D’apres 1.2-a), on a :
1— 621—1
! —
fi(x) = f(f)m
Donc : ) or )
— e T —
/ JR—
@) = FORE
1 — 6237—1
Or W S 1 car:
1— 62:)371 14 62:1371
: 2x—1 —
Sil—e > 0, alors [ < T =1
621'—1 -1 6295—1 + 1
: 2x—1 —
Sil—e < 0, alors oo < T =1
Ainsi | f'(z)| < f(x). 0.5
2- a) Montrer que : Vz € [0;1]; 0< f/(z) < 1
SolutiomPour x € [O; %} :
2¢ —1 < 0 dofic e?*" 1 < 1
Ainsi1 —e?* ' >0et 1 4+e**1>1
Donc f'(x) > 0.
1 _ 622:—1
De plus, comme f(z) < 3 (d’apres 1.2-b)) et Tr et <1l,ona:
1 1
") < = x1==
. 1
Finalement : 0 < f'(x) < 7 0.5
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b) Montrer que g : x — f(x) — x est strictement décroissante sur R

Solution : Calculons la dérivée :
g(x)=f(x) -1
N . 1
D’apres la question 1, |f'(z)] < f(x) < 2 donc :

g’(:v)gf(m)—1<%—1:—%<0

Ainsi g est strictement décroissante sur R. 0.25

c) Existence et unicité de a € [0; 1] tel que f(a) =«
Solution :

1
Q(O)Zf(o)—0:m>0

1 11 1
1y — — | ——=——-—-=-020<0
9(3) f(Q) 2 2y 2

g est continue et strictement décroissante sur [O; %]

Donc, il existe un unique o € [0; 1] tel que g(a) =0, dest-A-dire f(a) = a. 0.5

1
3- a) Montrer que : (Vn € N); 0 < u, < 5

Solution : Par récurrence :
Initialisation : uy € [0; %] par définition
Hérédité : Si 0 < u, < %, alors u,41 = f(u,) avec :
fluy) >0car f>0

flun) < f(3) = 235 < L car/f croissante sur [0; 1]

1
Donc Vn € N,0 < u,, < 5 0.5

b) Montrer que : (Vn &€ N); |u,41 — af < S|u, — o
SolutiommeComme f(a) = «, on a :
tni1 — o] = |f(un) = ()]

Par le théoreme des accroissements finis, il existe ¢, entre u,, et « tel que :

fun) = fla) = f'(cn)(un — @)
Or on sait que :

3l 1f @) <3

"2
Comme u, € |0,1[ (d’apres 11.3.a)) et o € [0,1], alors ¢, € ]0, 1]
On en déduit :

D’apres I1.2.a), pour tout = € [

1
i1 — af = [f'(ca)| - [un — af < Slun —al
2

0.5
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1 n
c) Montrer par récurrence que : (Vn € N); |u, —a| < (5) lup — «f

Solution :

Initialisation : Pour n = 0, égalité évidente

1 n
Hérédité : Si |u, — a| < (5) lup — af, alors :

1 1 n+1
ftne1 =l < gl —al < (3) l-a

1 n
Donc par reccurence : (Vn € N); |u, — | < (5) lug — o

0.5
d) Convergence de (u,) vers «
Solution : Comme (%)n — 0, alors u,, = a. 0.25
Partie III :
On considere la suite (S,),en- définie par :
1 - k
Sp =
n(n+1) kz:; ek/n Plel—k/n
1- a) Vérifier que : S, = 25 >0 £ f (%)
Solution : Commencons par exprimer” f (%) :
k B ek/n
/ n)  eX/n e
Réécrivons le terme/généralide S, :
k  kek/m . ek/m g (F
elk/n _i_elfk/n o e2k/n +e - e2k/n +e - f E
Ainsi :
1 . k 1 1 k 1 <k, [k
S ) ) g
n(n+1)k:1 n n+1l ne n n+le=n" \n
0.25

b) Montrer que : fol rf(r)de = foé f(x)dx

Solution : Par le changement de variable t =1 — x :

/Dxf(x)dx—/l (1—t)f(1—t)(—dt)_/0 (1 t) f(t)dt
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En additionnant avec l'intégrale originale :

/lef(x)der /01(1 — 2)f(z)dx = /Olf(x)dx

2/01xf(x)dx:/01f(x)dx

[ r@ar=3 [ s= | oo (apris Lib)

2- Montrer que la suite (S5,) converge et déterminer sa limite

Solution : Reconnaissons une somme de Riemann :

1 n
S-Sy ()
n+1 n n n

—— _ k=1

J/

—1 "
—>f01 zf(z)dx
Quand n — +o0 :
lim S, = /1 zf(x)de = /% f(z)dx = N {arctan (Ve) — q
n—too " 0 0 Ve 4

Exercice 2 : (3.5 points)
1- a) Vérifier que le discriminant-est® A, = (2%¢™(1 — 2i))?
Solution : L’équation (E, ) s’éerit«
2 2% (1 + 24)z + 22T e™ = 0
Calculons le discriminant :
Aoa _ [20461‘04(1 + 21)}2 _4.1. Z~22a+1€i2a
— 220461'204(1 + 4Z _ 4) _ 8@‘22046’5204
= 2293 + 4i — 8i)
A, = 2%*e?%(—3 — 44)
Donc on constate que :
(2°€(1 — 2i))? = 22*e™*(1 — 41 — 4) = 229 (=3 — 4i) = A,

car (1 —-2i)’=1—-4i—4= -3 — 4.

0.5

0.5

0.5
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b) Solutions a et b avec |a| < |b|
Solution : Les racines sont :

2% (1 + 2i) £ 2% (1 — 24)

z
2
Donc : ‘ ‘ ‘
b — 2 € [(1 + 2;) - (1 - 22)] — 2a6icx . 22 — 20&-&-12'61'04
2%t (1 + 24 1—2¢ , :
o= ZEMEB O] ey o
On a bien |b| = 2*T! > |a| = 2°. 0.5

b
2- Vérifier que — est imaginaire pur
a

Solution : '
b 2a+1i€za
-—=— =23
a 2&8204
qui est bien imaginaire pur. 0.5
Partie II :

Le plan complexe est rapporté a un repere/orthonormé,direct (O, i, v). On note par M (z)
le point d’affixe z. On pose :

3 4
1-a) Montrer que : —— _i)\/\
Solution : ;

Ona:h= ot et b — a .07 donc :

En fagtorisant para-

atb _allty) 14g  h 1 14,
b—a ab-1) -1 "b—a 2 t-1
b b .
En posant A= — = — =i\, on a:
ia  a

ho 1 1+dd  —i)

b—a 2 iA—1 1+

Donc :

h —iA
b—a 1+AX

h _
Et puisque : arg <b—) = 77? Alors les droites (OH) et (AB) sont donc perpendiculaires.
—a
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1-b) Montrer que les points A, H, B sont alignés
Solution :

:aTer—&: b—a :leR
b—a b—a 2(b—a) 2

Le quotient est réel, donc les vecteurs AH et AB sont colinéaires, ce qui implique que
A, H, B sont alignés. 0.5

2- a) Montrer que LY, (ou I(m) milieu de [OH|, J(n) milieu de [HB|)
m—a

Solution :
On a:
0O+h R
m = - = —
2 2
h+b
n=-—-
2
Alors :
h+b 2o+b  ab+bla+0b)/ 2ab+b?
n = = = =
2 2 2(a+0) 2(a +b)
_ 2a-2ia+ (2ia)®  4dia® —4a®  <da® 4+Aia®
 2(a+2ia)  2a(1H20) o 2a(VF 2i)
_ —2a+ 2wa
142
h a“_fb ab
m—a=——a= — O N —
2 2 2(a4b)
2ia? ia
2(a + 2ia) 1+ 2
+2: 1+2
no T WV o249
m—al &L 1
142i
2 _1 . _ . _ . .2 _ .
_ ( +‘z). 1+z.:2(1 2Z.+Z)=2( 22):_22.:_/\2,
—1—i =1+ 1—d? 2
0.5
2- b) Perpendicularité de (OJ) et (Al) et égalité OJ = |\|AI
Solution :
D = 9iest imaginaire pur = (0J) L (AI)
m—a
Module : |n| = |-2i|-|m —a| = OJ =2-Al 0.5

2- ¢) Cocylclicité de K, I, H,J
Solution :

On a:
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I est le milieu de [OH] par définition.
J est le milieu de [H B] par définition.
K est le point d’intersection de (OJ) et (AI).
Et on a:
D’apres 2-b), (OJ) L (AI), donc IKJ = g
D’apres 1-a), (OH) L (AB). Comme (I.J) || (AB) (par la propriété des milieux), on
a (OH) L (1J), donc THJ = g
Et on a:
Les points I, H, J voient le segment [[ K| sous le méme angle droit.
Dong, les points K, I, H, J appartiennent a un méme cercle de diametre [K H].

Conclusion : Les quatre points K, I, H, J sont cocycliques. 0.25

2- d) Montrer que (I.J) L (OA)
Solution :

Dans le triangle OHB :
I est le milieu de [OH] et J celui de [HB.
Donc : (IJ) || (OB).

b — —
De plus, on a — = 24, donc les vecteurs O A et OBsont orthogonaux :
a
(OB),L(OA)

Par conséquent, comme (1.J) || (OB), on déduit-:

(1), L (OA)

0.25

Exercice 3 : (3 points)

1- Montrer que pour un nombre premier impair p et un entier a premier avec p :

Solution :

Par le petit théoreme de Fermat, comme p est premier et a p =1

Donc :

Donc p divise (apT_l — 1> (apT_l + 1>
Comme p est premier, il divise I'un des deux facteurs :

p—1 —1

a7 =1[p ou a7 =-1]p

0.5

10
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2- On considere ’équation az? =1 [p|. Soit zy une solution.
a) Montrer que 25 ' =1 [p]
Solution :
Comme zq est solution, ax? = 1 [p]
Donc g Z 0 [p] (sinon 0 = 1 impossible)

Par le petit théoreme de Fermat :
p—1

zy =1 [p|
b) En déduire que a7 =1 [p]
Solution :
De az? =1 [p], on éleve a la puissance Z*

Or 277! =1 [p], donc :

3- Soit n un entier naturel non nul.
a) Montrer que si p divise 2" — 1, alors 2% = ]
Solution :
Sip| 2%+t — 1, alors 22T =1 [p]
Posons d = ord,(2), le plus petit entier tel que 2¢ =1 [p]
d divise 2n + 1 (impair) et p — 1/(Fermat)
Comme d est impair et divise'p —l, il/divise 22

2
Donc 2"z = (24)F = 1% ="1 [

b) En déduire que 1174 (2*""! — 1)y = 1 admet une solution dans Z>

Solution :
Pour p=11, 2° = 32=10 # 1 [11]
Done.11 ne divisepas 22"t — 1
Ainsi pged (W, 22" — 1) =1

Par le théoreme de Bézout, il existe (z,y) € Z?solution

4- On considére I’équation 22 + 52 +2 =0 [11]
a) Montrer que 2(2z +5)* =1 [11]
Solution :
2 + 55 +2=0 [11]
8(z® + 5x +2) =0 [11]
82 + 40x + 16 = 0 [11]
8z +7r +5 =0 [11]

11

0.5

0.25

0.5

0.5
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Développons 2(2z + 5)* :

2(2x + 5)* = 2(42”* + 20w + 25)
= 82% + 407 + 50
=822 + 7w +6 [11] (car 40 =7 et 50 = 6 [11])

Nous avons :
8% + Tx +6 =1 [11]

Mais 822 + Tz + 6 = 2(2z + 5)? [11], donc :
2(2x +5)2 =1 [11]

Conclusion

2?2 +52+2=0[11] < 22r+5)°=1[14

0.25

b) En déduire qu’il n’existe pas de solution dans Z

Solution :
D’apres la question 4-a), nous avons établi 1'équivalence :

(F) < 220+ 5)* = W11]

Alors :
(22 +5)?>=6[11] (car 2-* =6 [11])
Et on a:
02.= 0/11]
1#=1[11]
27 =4 [11]
32 =9 [11]
42 =16 =5 [11]
5 =25 =3 [11]
62 =36 =3 [11]
7 =49 =5 [11]
82 =64 =9 [11]
9?2 =81 =4 [11]

10> =100 =1 [11]
Les résidus quadratiques modulo 11 sont : 0, 1, 3, 4, 5, 9.

Conclusion

6 n’est pas un résidu quadratique modulo 11, donc I’équation (22 + 5)? = 6 [11]
n’a pas de solution.

Par conséquent, I’équation (F') n’admet aucune solution dans Z.

L’équation (F') n’admet pas de solution dans Z.

0.5

12
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Exercice 4 : Structures algébriques (3.5 points)

-1 -1 0
On considere la matrice A= | =1 —1 0 | etl'ensemble £ = {M(x) =I1+zA |z € R}.
-1 1 =2

1- a) Montrer que A% = —24

Solution : Calculons A? :

(-=D)(-1) 4+ (=1)(=1)+0 (=D)(=1) 4+ (=1)(=1)+0 0 2 20
A= (-D(=1)+(-1)(-1)+0 (—)(=1)+ (-1)(=1)+0 0 =12 2 0
(=D(=1) + 1(=1) + (=2)(0) (=1)(=1) +1(=1) + (=2)(0) (-2)* 00 4
Et :
2 2 0
—24=12 2 0
2 —2 4
A? = 24 0.25

b) En déduire que V(z,y) € R%, M(z)M(y) = M (x4 y = 2zy)

Solution : On a :

M(x)M(y) = (I+xA)(I+yA) = [+aA+yA+ayA® =dd(v49) A+ay(—2A) = [+(z+y—2zy)A

M(x)M(y) = M(x +y — 2zy) 0.25
1 0 00
2- a) Calculer M (5) x 10 00
0 0 1
Solution :
1 1
1 1 Y0 0 1 -1 -1 0 . 0
M§:I+§A201O+§ -1 -1 0 )={(-35 5 O
001 -1 1 -2 -5 5 0
] 000 i -1 0 000 000
M(§>XOOO:—%%OXOOO:OOO
00 1 -5 35 0 00 1 000
0.25
2- b) En déduire que M (%) n’est pas inversible
Solution :
1 0 00 000
M(§) x10 0 0]l=({000
001 0 00
. 1 1 . :
Or la matrice M <§) est non nulle. Alors M (5) n’est pas inversible.
0.25

13
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3) Montrer que FE \ {M (%)} est stable pour la multiplication

Solution :
Soient M (z), M(y) € E\ {M(3)} avec z,y # 3.
On a:
M(z)M(y) = (I + zA)I +yA) =T+ (z +y)A + 2y A®
=1+ (z+y—2vy)A (car A> = —2A d’apres 1-a)
= M(z+y — 2xy)
1
Alors : v +y — 2xy # 3¢
Supposons x + y — 2zy = 3. Alors :

doy —2x —2y+1=0

S 2r—-1)2y—1)=0
1

1
Sr=-0Uy=_
Ty YY YTy

Contradiction avec 'hypothese z,y # %

Conclusion :

VM (), M(y) € EN{M(3)}, M(x)M(y) =M (25+y — 2zy) € E\{M(3)}

0.25

4) Montrer que (E\ {M(3)}, x) est un’groupe commutatif
Solution :

i) Stabilité : Déja démentrée dans la question 3.

ii) Associativité : Héritée de I'associativité du produit matriciel dans M3(R).
iii) Elément neutre :

MO)=1+0-A=1
Alors :

VM (z) € E,M(x)M(0) = M(z+0—0) = M(x)
iv) Inverse : Pour tout M(z) € E\ {M(3)} (z # 1), on cherche M(y) tel que :
) =

M(x)M(y) = M(0)

& M(z+y—2zy) = M(0)
Sr+y—22y=0
s y(l—-2x)=—x

T
20 — 1

1
&y = (défini car = # 5)

Donc :

T L
M (2x — 1) est bien I'inverse de M (z)

14
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v) Commutativité :

M(z)M(y) = M(x +y —2zy) = M(y +x — 2yz) = M(y)M ()

Conclusion :

(E\{M($)}, x) est un groupe commutatif

5) a) Montrer que ¢ est un homomorphisme de (R, +) vers (E,T)

Solution :
Soit ¢ : R — E définie par p(z) = M (152).
On a:

- 11— 1— 1

—M (1 3 x) TM (1_7@’) = p(x)To(y)

Enon a:

VM(a) € E, 3z =1 — 2a € R telique p(z)= M (a)

¢ est un homomorphisme de (R, +) vers (E,T) et p(R),= E 0.5

b) En déduire que (E,T) est un groupe commutatif

Solution :

¢ : (R,+) = (E,T) est un homomorphisme. Et on a : p(R) = F Comme (R,+) est un
groupe commutatif, par transport de.structure, (F,T) hérite des mémes propriétés.
(E,T) est un groupe commutatif 0.25

6) Montrer que (F,T, X) ‘est-un’ corps commutatif

Solution :

i) (E,T) est un groupe commutatif (déja démontré en 5b)

ii) (EA {0}, x) est_un groupe commutatif (déja démontré en 4)
iii) Distributivité : On a :

M®b)TM(c)=M (b+c—1)
M(a)><(M(b)TM(c)):M(a)xM(b—l—c—%) :M(a—l—b—i-c—%—Za(b—f—c—%))

:M(a+b+c—%—2ab—2ac+a) :M(2a—|—b—|—c—2ab—2ac—%)

Eton a:

M(a) x M(b) = M(a+b— 2ab)
M(a) x M(c) = M(
(M(a) x M(b))T(M(a) x M(c)) = M(a+b—2ab)TM(a+ ¢ — 2ac)
:M(a+b—2ab+a+c—2ac—%) :M(2a+b—|—c—2ab—2ac—%)

a+ ¢ — 2ac)
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Donc :

M(a) x (M(b)TM(c)) = (M(a) x M(b))T(M(a) x M(c)) = M (2a+ b+ ¢ — 2ab — 2ac — 3)

Vo Vv
Membre gauche Membre droit

Preuve par calcul direct en utilisant les expressions analytiques.
iv) Commutativité de x : Déja établie.

(E, T, x) satisfait toutes les propriétés d’un corps commutatif 0.5
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