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Partie | :
Pour tout entier naturel non nul n, on considére la fonction f,, définie sur I =0, +09[ par :
f,(0) =0et (Vx e [0,+0[);

£, (x) = /x(In x)™ et soit (C,) sa courbe représentative dans un repéré orthonormé
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La continuité a la droite :

| | n o (AW | il
xll)r(r)gr fn(x) = ,}L%L (2n) (xZn In (xZn)) Changement de variable y = x2n

lorsque x = 0% aussiy —» 07
lim f,(x) = lim (2n)*(yIn(y))* =0 Car lim ylny =0
y—-0t y-o0t

x—0t

Donc 1i%l+ fn(x) = £,(0) alors f,, est continue a droite en 0.
X—
b) lim f,(x) = lim Vx(Inx)" = 4+
X—+0o0 Xx—+00

c) Vx €]0,+oo[:
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Alors :

1 n

X In (x2n

lim & = lim (2n)" #
xX—>+o X xX—+0o0 —_
xX2n

n
lim £2 = lim (2n)" (%) = 0 Avec:€hangement de variable y =

xX—>+0 X y—+00

1
xzn lorsque x — +00 aussiy — +oo

Alors, (C,;) admet un branche paraboligue suivant I'axe (0Ox) au voisinage de +oo

d) Cas 1, n est paire :

1 n
X Iny(x2n
lim, 290 _ i) )
x>0t Xx x—0F —
xX2n

Alors f,zn’est pas dérivable en a droit de 0, (C,,) admet une demi-tangente vertical
d’équation x = 0 dirigé vers le haut

Cas 2, n est impaire :

1 n
X In (x2n
lim & = lim (2n)" #
x-0%t X x—0% —
xX2n




Alors f,, n’est pas dérivable en a droit de 0, (C,;) admet une demi-tangente vertical
d’équation x = 0 dirigé vers le bas

2)

a) On a f, est dérivable sur ]0, +oo[ car f,, est le produite de deux fonctions

dérivables sur f,, tel que :
Vx € ]0, +oo[; f(x) = h(x)(g(x))"

1 n
Vx €]0,+oo[ ;  f'(x) = Wi (Inx)"™ + \/EX;X (Inx)"™*
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1 n B
fl(x) =—=Xx(nx)"+—=x (Inx)""1
x X

2Vx Vx

(Inx)" + 2n(lnx)™ 1
2/x

(Inx)" (Inx + 2n)
2vx

b) Vn=>=2ona: f'(x)= 0 éqguivalent a:

frix) =

fl(x) =

(nx)"*(Inx +2n) 0
2vx B

(Inx)" (nx+2n) =0
(Inx)"1=0 ou (nx+2n)=0
Inx=0 ou Inx=-2n

2n

x=1 ou x=-e"

c) Sin est paire alors n-1 est impaire :
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Si n est impaire alors n-1 est paire
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d) Ona:

(Inx)" 1(Inx + 2n)>'
2V/x

Vx € ]0,+OO[ ; frr(x) — (

_ (@nx)™(Inx + Zn))’ X 24x — (Inx)" *(Inx + Zn)(Z\/}),
B 4x

f(@)




((n - 1)%(ln )" 2 x (Inx +2n) + (Inx)" 1 x %) x 2v/x — (Inx)" 1(Inx + 2n) x 1

fll(x) - 4x

((n=1)2@n1)"2x (n1+2m) + (n D™ x7) x 2V — ()™ *(In 1 + 2n) x %
) = L

4x1

0

fry=7=0

Alors le point d’abscisse 1 est un point d’inflexion de (C,,)
Partie Il :
1) Soit f € |1, e[ un réel fixé. On considére la suite numérique (u,, )}, définie par:

(vn € N%); uy = fu(B)

B &lhel
1<fxe
Et puisque f;, est croissantisur{1, e[ alors :
(vn eN); fu () <fu (B)< fu (€)
0 < fn (B) Sl
0 < ug<i/e

b)On a:

(Vn € N*); Upt1 —Up = fn+1(,8) _fn(ﬁ) = \/E(lnﬁ)n-l-l - \/-E(]nﬁ)n =

JBnB)*(ng — 1)

Et puisque f < ealors Inff <Ilnedonclnf <1

Donc \/E(lnﬂ)"(lnﬂ -1)<0




Alors: (vn € N*); uppq —u, <0
(U, )p>1 €st décroissante.

c) Ona:

lim w, = lim £,(8) = lim /B(ng)" =0

n—-+oo

Cari1<f <ealors 0<Inf <1

a) On considére la fonction g,, définie sur |1, e[ par: g, (x) = f,(x) — 1

On a g, est continue sur |1, e[ car f,, estsur |1, ef

Ona lim g,(x) = —1et lim g,(x) =07
n-1t noe-

Et puisque f,, est strictement croissantsur |1, e[ alors g,, est strictement croissant
11, e[, donc d’aprés le théoréme de croissement finie, I'équation g,,(x) = 0 admet
une unique solution x,, dans lintervalle ]1,e][;

Finalement il existe un.unique x,, € |1, e[ tell que f,,(x;,) =1

b) Ona:x esll, el , fur1(x) = Vx(Inx)**! = Vx(Inx)" X Inx = f,,(x) Inx

Et comme Inx < 1alors f,,,,(x) < f,,(x) alors pour x = x,,,4,0na:

fn+1 (xn+1) < fn (xn+1)
On suppose que X, 41 < X, et comme f,, est strictement croissant sur
]1» e[ alors fn (xn+1) = fn (xn) et comme fn+1 (xn+1) < fn (xn+1) donc ’

fr+1 (ne1) < fro (n1) < fro ()




fn+1 (xn+1) < fn (xn+1) < fn (xn)
1< fn (xn+1) <1

1 < 1 Donc c’est absurde, alors (Vn € N*) ; x,.1 > x,,

Conclusion : (x,,),,>1 est une suite croissante. Et puisqu’il est borné, alors il est
n’nz1

convergent.

3) Onposel = lim x,
n—--+oo

a) Onax, € ]1,e[alors 1 < x,, < e puisque (x,,),>1 €st croissant, alors :

1< lim x, e
n—+oo

1<l<e

f () =1
\/x—n(lnxn)n =1

1

e

(Inx,)" =

lim (Inx,)" =
n—+oo

lim (Inx,)" =
n—-+oo

c) Sil <ealors:

Puisque [ < e alors lim x, < e donc lim Inx, <1 ce quiimplique que

n—-+oo n—-+oo

lim In(Inx,) <0 donc lim nIn(lnn) = —o
n—»+oo n—->+oo




Sil < ealors lirp In((Inx,,)") = —oo c’est-a-dire que lir_El (Inx,)" =
n—-+oo n—-—+oo

. . 1
ce qu’est contradictoire avec lim (Inx,)" = —=donc:l=c¢e
n—+oo \/Z

li =
% = e
Partie lll :
On pose pourtoutx €I , F(x) = fxl(fl(t))zdt
1)
a) Ona F(x) est primitive d’'une fonction continue sur [ alors F (x) est aussi

continue sur [

b) Ona f,(t) =+tInt ,alors:

F(x) = flt(ln t)2dt

1

F(x) = Etz(lnt)z] —Jltlnt dt

X

1

F(x) = [—%xz(lnx)z] —J tint dt
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u=Int
vi=t

1

1 1
—tzlnt] + =
X

F(x) = —lxz(lnx)2 -
2 2 2

1

F) = — 2 x2(n2)? + |2 x?1 ]+1[1t2]
X) = 2x nx _2x nx 512 N

F) = —2x2(n0)? + 2221 +1[1 - d
X) = ZX nx ZX nx 5 (2 Zx

F) = —2x?(Inx)? + = x2Inx 4+ — =22
X) = ZX nx ZX nx 4 4X

1 1 1
F(x) = —Exz(lnx)2 +§x2 Inx +Z(1 =x?%)

: — i _ Lla2 2 , 1 2 14 _ .2
a) ,}Lr5‘+F(x)—,}Hg‘+ X (In x) +tox lnx+4(1 x%)

lim F(x) = i 1l 2+121 +11 2
Jim, (x)—xl)r(r)l+ 2(x nx) X" Inx 4( x%)

1

x—07F

b) Puisque F(x) est continue sur [ alors :
1' J— 0 J—
11011+P(X) =F(0) = ]

c) Calcule de volume :

1 T
V = |lim n.f t(Int)?dt| = n[-F(1) + F(0)] = Zcm3

x—07t
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Exercice 2 :

1)
a) Calcule:

1

\/—+l\/_+\/_+l\/_

1= 1x (Vx—ify)
S (R - i)

=Vx+iJy+———— _l‘/_

1:(\/E+i\/§)(x+y)+\/§—i\/§

z xX+y xX+y

:xJ§+yJ§+iQJ§+yJ;)+V§—i¢§

xX+y xX+y

:xV§+V§+yV§+i@J§+yJ§—V§)
xX+y

Z+

_Jﬂx+1+w+iJﬂx—1+w
B x+y x+y

1 x+y

1 xX+y
+ +1i — +
x+y x+y> M;(x+y x+y>
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c) Puisque x et y sont des reels, alors (x,y) = (4,1)
2) Les solutions de system est :
SEd(41)}
Partie Il :

1) Vz € C |z| = 1 equivalentazX Z = 1 equivalent a:

2)

— h w4 . s .
a) Ona AP et BC deux vecteurs colinéaires alors :

p—a
c—b>b

p—-a)(c—b)=@—a)(c—b)
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q—a q

p-—a)g—a)=—-(p-a)(q—a)

o-0(-3)--(-2a-s
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Donc (PR) et.(OB)

Exerciee 3\

On rappelle que (M5 (R), +,X) est un anneau et non commutatif d’initié I = <

a 0 O
SoitE = {M(a, b,c) = (0 b —c) /(a,b,c) € ]R3}
0 ¢ b

1) Montrer que E est un sous-groupe de (M3(R), +)
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- Poura=O,b=Oetc=Oona:M(0,0,0)=(0

- SoitM(a,b,c) et M(a',b’,c")dansE,ona:

a 0 O a’
M(a,b,c) —M(a',b',c") = (0 b —c) —{o0
0 ¢c b 0

a—a 0 0
=< 0 b—b' —(c—c’))EE
0 c—c b-Db
Donc E est un sous-groupe de (M3(R), +).
2)
a) Montrer que ¢ est un homomorphisme.de (E,;+).vers (R X C, *).
Soient Soit M(a, b,c) et M(a’,b’, ¢'ydans E , alors :
¢(M(a,b,c) + M(a',b',c")) ='¢ (M(a +a',(b+b")+i(c+ c’)))
D’autre part,
qb(M(a, b, c)) * qb(M(a, b, c)) = (a,b+ic)*(a',b" +ic")
=(ata,(b+ic)+d +ic)=(a+a,(b+b)+i(c+c"))
Alors : q,')(M(a, b,c) + M(a',b’, c’)) = q,')(M(a, b, c)) * ¢)(M(a’, b', c’))
Done ¢ est un homomorphisme de (E,+) vers (R X C, *).
Donc p(E) =R X C
Commutativité de (R X C, *).
Puisque ¢ est un homomorphisme de (E, +) vers (R X C, *) et que E est un

sous-groupe de (M5(R), +), alors + loi commutative dans E donc (E, +) est un
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groupe commutatif puisque homomorphisme conserve la commutativité alors :

(R x C, *) estun groupe commutatif.

a) Montrer que T est commutative.
Soit (x,z) et (x’,z") dans R X C. Par définition :
(x,2)T(x',z") = (xRe(z") + x'Re(2),2z")
Et comme Re(z) et Re(z') sont des réels, I'addition de réels est.commutative et
la multiplication des nombres complexes est.commutative. Donc :
(x,z)T(x',z") = (xRe(z") + x'Re(z),zz%). = (x', 2" )T (x, z)
Alors, T est commutative.
b) Elément neutrede T
Pour tout (x,z) e RX C
(x,z) T (0,1)e=Ax %X Re(1)+0 X Re(z),zx1)=(xx14+0,2) = (x,2)
Et puisque T est commutative alors (0,1) est I'élément neutre de T dans R X C
c) Non associativitéde T :
Soit (1,i) et (x,—i) dans RxX C avecx € R,
(1)) T (x,—i) = (A XRe(—i)+x X Re(i),ix(—i)) =(1x0+xx0,1)
= (0,1)
Soit (x',z')dans RX C avec z' =a+ib

Ona:

(x’,z’)T((l, DT (x, —i)) = (x',z")T(0,1) = (x',2z")
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Etona:
((x’,z’) T (1, i))T(x, —i)=0+a',-iz")T(0,1) = (a’,—iz")T(0,1)

= (a',—iz")

Alors (x’,z’)T((l, DT (x, —i)) +* ((x’,z’) T (1, i))T(x, —1)

Donc la loi T est non associative dans R X C
4) Soit G = {(Im(z),z), z€ C}
a) Montrer que G est un sous-groupede (R X C , * ):
L'élément neutre de * dans R X C est (0,0), qui@ppartient a G, donc G est non
vide.
Soient (Im(2), z) et (Im(Z'), z") deux éléments de G :
(Im(2),z) * (Im(z"),z") = Um(z)— Im(z'),z—2z")=Um(z—2"),z— 2")
Comme (Im(z — z'),z —(z") € G, alors G est un sous-groupede (R X C , * )
b) Montrer quepest un homomorphisme de (C* , X )vers(RxC , T)
Soient z et z’ deux éléments C* :
Y(zxz) =p((x +iy) x (x' +iy"))
W(zxz') = Pxx’ —yy' +i(xy +x'y))
Ylzxz')= z,b((x +iy) X (x" + iy’))
Yzxz)=@&y' +x'y,xx" —yy' +i(xy' +x'y))
Etona:
Y@ TPE) = (x+iy) T (' +iy")

Y@ TY(E) =P(xx’ —yy +ilxy' +x'y))
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() TP(z) = (xy' +x'y,xx’ —yy' +i(xy' +x'y))
Donc: Y(zxz")=vy(z) TyY(z"),alors P est un homomorphisme de
(C*, x)vers(RxC, T)
Déduire que (G — {(0,0)} , T) est un groupe commutatif :
Ona (C*, X ) estun groupe commutatif, et Y est un homomerphisme de
(C*, x )vers(RxC, T),alors (Rx C, T) aussi un groupe commutatif,
il suffit de montrer que G — {(0,0)} est un sous-groupe de (Rex C , T),
donc:
G —{(0,0)} est non vide car (0,1) appartient a G.— {(0,0)}

Soient (Im(z),z) et (Im(2"),z") deux éléments de G — {(0,0)},on a:

(Im(2),2) T (zm (Zi) 21) (Im(z) X Re ( 1) +1m ( 1) x Re(z))
(Im(2),2) T (Im (}),%) = <y X " j_, N + x’z_-l}-/y’z X x,(x+1iy) X <x’2 j_’ 2 — ix,2 }-]I-’ y'2>>

—xy'  xx'+yy  (x'y—xy
1’ 2 / +L 2 /
x' +y x 4y2 x4y x'“+y"?

(Im(2),z) T

(Im(z)y,z) T Im

(x y—xy' xx'+yy . <x’y — xy’))
+1i

x4 y% x4yt x'? 4+ y'?

xx+ x'y —xy' xx' +yy' x'y —xy'
(Im(2), z)T i LA Y)Y (2
x 24y x'“+y'" x'“+y'? x'“+y"?

Donc :

xx'+yyr . (x'y—xyr xx'+yyr . (x"y—xyr
(hn( ti (x’2+y/2)> " x!%yr2 + l( )> €G {(0’0)}
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Donc: G — {(0,0)} est un sous-groupe de (R x C , T), alors :

(G —{(0,0)} ,T) est un groupe commutatif

5) Montrer que (G,*,T) est un corps commutatif

On a G est un sous-groupe de(R x C ,*), alors (G ,*) est un corps commutatif.
Etona (G —{(0,0)} ,T) est un groupe commutatif, donc il suffit de vérifierla
distributivité de T sur =
Soient (Im(z),z) , Im(w),w) et Im(u),u) de G,on a:
(Im(2), )T (Im(w), w) * (Im(w),w) ) = (Im(2), T(Umw) + ImW)), w + u))

= (Im(2), 2)T((Um(w +2)), w+ w))

= (Im(z) X Re(wH+ u) + Im(w + u) X Re(z),zw + zu)
Etona:
(Um(2), T Im(w), w)) * (Im(2),2)T(Im(w), w)) =
(Im(z) x Re(w) + Im(w) X(Re(z),zw)%* (Im(z) X Re(u) + Im(u) X Re(z),zu) =
(Im(z)Re(w) + Im(w)Re(z) +dm(z)Re(w) + Im(w)Re(2), zw + zu) =
(Im(z)(Re(w) + Re))t Re(z)(Im(w) + Im(w)),zw + zu) =
(Im(z2)Re(w+u) + Re(z)Im(w + u), zw + zu)

Donc :

(Im(z),z)T((Im(w),w) * (Im(u),u) ) = ((Im(z),z)T(Im(w),w)) * ((Im(z),z)T(Im(u),u))

Donc T est distributif sur *

Conclusion : (G,*,T) est un corps commutatif.

Exercice 5 :
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Soit p un nombre premier impaire. Onpose: S =1+ p + p? + p3 + --- + pP~1
Soit g un nombre premier qui divise S.
1)

a) Soit d = p/\q donc d divise p et divise q, et puisque p est premier alors d = 1
oud = p, et puisque g est premier aussi alorsd = 1, donc p et g sont premiers
entre eux.

On a p/A\q = let q un nombre premier alors, d’aprés théoreme'de Gausse :
pi™' = 1[q]

(p—-DS=pS-S

P-DS=p(l+p+p*+p°+-+pP) - A +p+p*+p>+--+pP™)

P-DS=p+p*+p°+ - +pP2 ' +p" —1-p—p>—p° - —pP™H)

-DS=p-p+p*<p°+p°—p>+ - +pP 't —pP  +pP -1

(p-1DS=p" 51

Deduction:

Ona: (p— 1)S =p? — 1 et puisque q divise S alors il exist k appartient a Z tell
que S =k Xgalors p?» —1 =k X qg(p — 1) donc q divise p? — 1 donc :

pP =1 = 0[q]

2) On suppose que p et g — 1 sont premier entre eux.
a) Soit p et g-1 deux nombres premiers entre eux :

pu+(g—1Dv=1
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pu=1+(q—1)(-v)

pu=1+(q—1)(-v)

ppu = p1+(q_1)(_v)

@")" =px (p@™)"

= 1[q] et p? = 1[q] alors:

(D* =px(1)™[q]

b) On:
S=1+p+p?+p3+-+pPt=1+1+-+1[q] = plq]
Donc:

S =1[q]

3) On suppose que pgcd(p,g— 1) = 1alors:

Or q divise S, Alors :

Alors : 0 = 1[q] donc q divise 1, ce qui est absurde, donc: pgcd(p,q — 1) # 1
Puisque p est premier alors p divise g — 1, donc:

q—1=0[p]
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