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Le Premier Exercice

La Question : 1) a)

Soit d=pA9 = d/p et d/9

de {1,p} et de {1,3,9}
d e {1,p}n{1,3,9}
de{l} ; p#3
d=1

pA9 =1

Le g gl

La Question : 1) b)

peP

p=1 =1 [p]
pa9=1 — |¥T=1[p]

On a aussi 9p*a-1 = 1 [pq]

= pg/(9%-9P71-1)

= (99-9771 —1) = kpq

= (99-9*"1_1)=k'p avec k' =kgq
= p/(97-9P71 —1)

= [97-97"1=1[p]| (1)

or 91=1[p] = [99-99"1 =97 [p]| (2)

Met @ = [97=1[p]

La Question : 2) a)

Soit d=(@p—-1)Aq
= d/q et q est un nbr premier

= de {1,q}
On suppose que d =q

Alors (p—1)Ag=gq
= q/(p—-1)

= [a<@-D] W

OUARZAZATE, le Mercredi 09 Aoit 2020

Or on a (2)

Met(2) |= p<q<p-1

= p<p-1

= [0 < —1]| contradiction

= [ hypotheése (d =q) a rejeter

= i'hypothése (d = 1) est retenue

= [p-DAg=1]

La Question : 2) b)

On a : |(p—1)/\q=1|

= 3dqbelN aq—b(p—1)=1 ; Bezout

Car g et (p—1) € N tels que q> (p—1)
{9@ =1[p] _— {(9")"‘ = 1% [p]

o b
9t~1'=1 o] (5¢—9) =1 [p]
(9% =1 [p]

= o1k =1 [p]
(9% =1[p]

= § g(p—l)b-’ri =9 [p'l
9% =1[p]

= 19 =9[p|

= 9=1|p]

= p divise 8

= pe{l1248}

= |[(p=2| car pelP

La Question : 2) c)

Dans le raisonnement proposé dans la question
1)Ja) On peut faire pareil pour monfrer
I'identité qA9=1.

qeP

Ainsi =

g—1 =
qA9=1 F=ilgl
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La Question : 2) d)

{9(@4) =1[q] _, {9““—” =11q]

gr+a—1 =1 [q] 92.9@V=1[q] ; p=2

2 . (q_l) = 2
" {9 91 = 92 [q]
92.9@-1) = 1 [q]
92 =1]q]
q divise 80

q€{1,24,5,810,16,20,40,80 }
qge{2;5} car qeP
qge{5} car q>p=2

Loy il

q=>5

Le Deuxieme Exercice

La partie une :

La Question : 1) a)

Rappel : ( Caractérisation des SEV sur R)

F est un sev
de (E,+,)

(VaeR)(V x,y € F)
(ax+y)eF

Soient A et B deux éléments de E.

Soit @ un scalaire de R.

x —y —y x! __y.t __y.f
aA+B = a(U z 0 ) +| 0 z' 0
y x—2z X '

v x'—-z x
(ax +x') —(ay +y") —(ay +y")
= 0 (az + 2z") 0
(ay +")

(ax+x)—(az+2) (ax+x")
=M((ax+x"); (ay+y"); (az+2)) € E

Car ((ax+x"); (ay+y); (az+2)) e R3
D'ou: (VaeR),(VA,BeE) (@A +B) € E
C—a—d: E estun sev de I'espace (M5 (R), +,7)

Just think about it ©

“ scientists investigate that which
already is ; engineers create that
which has never been

La Question : 1) b)

x -y -y
M(x,y,z):(o 7 0)

y x—2z X

x 0 0 D =y = 0 0 0
0 0 0)J+(0 O 0 |+l0 =z 0
0 x x y 0 0 0 —2z 0

1 0 0 0 -1 -1 0 0 0
=x|{0 0 OJ+y|lO0O O O |)+2zi0 1 O
0 1 1 1 0 0 0 -1 0

u b" w

=xu+yv+zw

Donc (u,v,w) est une famille génératrice de
I'espace vectoriel réel (E,+,).

Soit (au + v+ yw = 0) une combinaison linéaire
nulle des éléments u , v et w.

a - -pB 0 0 0
- 67, D68
B a—-y «a 0 00

= a‘:ﬁ:}":[}

Donc la seule combinaison linéaire de (u,v,w)
qui soif nulle est celle pour laquelle on ait
a=F=y=0.

C-a-d (u,v,w) est une famille libre.

Finalement on déduit que (u,v,w) est une
base de I'espace vectoriel réel (E,+,;) comme
étant génératrice de E et étant libre.
Et on aurait dinsi : (dimE =3)

La Question : 2) a)

M(x,y,z) x M(x',y',z’)
X _y _y x! _y.f _y.f
(o : 0 ) slg = &
y x p— Z x y! x! — Z! xl’

x' —yy)  —(y +xy)  —(y +x'y)
0 zz' 0

(xy +x'y) (xx —yy)—zz (xx —yy)

=M(xx —yy ; xy +yx ; zz) € E

Car : (xx' —yy ; xy +yx'; zz) € R®

Just think about it ©

“ Science can amuse and fascinate
us all, but it is engineering that
changes the world
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La Question : 2) b)

(E,+,) est un espace vectoriel réeel.

Alors |(E,+) est un groupe commutatif |

On a aussi : |x est associative sur E c M’3(]R)|

Car x est associative sur M3(R).

Comme x est distributive par rapport & + sur
M,(R) alors x est distribufive par rapport a +
dans E. Car E < M;3(R).

La conclusion finale est que (E,+,X) est un
anneau. En plus cet anneau est commutatif
car la loi x est commutative sur E.

M(x,y,2) x M(x',y',2")
=M(xx —yy'; xy +yx'; zz)
=M(x'x—y'y; yx+xy; z'z)
=My, z") x M(x,y,2)

La partie deux :

1) a)

La Question :

D abord On a
Car V(x,y)eR?;

Aussi

FCE
M(x,y,0) € E
F est non vide car 6 € F

Soient A = M(x,y,0) et B=M(x,y,0)
deux matrices de F, On a

A_B:“M(nyJO)_M(xr’yi’O)
=M(x—x; y—y; 0)€eF
Car (x—x)eRet (y—y)eR

Donc d'apres la caractérisation des sous-
groupes on en déduit que F est un sous-
groupe du groupe commutatif du groupe (E,+)

La Question : 1) b)

p((x+iy) x (x' +iy)) = o((xx' —yy) +i(xy +yx")
=M(xx —yy ; xy +yx ; 0)
= M(x,y,0) x M(x',y’,0)
=@ +iy) x o(x +iy")

Just think about it ©

“ You never change things by fighting
the existing reality. To change
something, build a new model that

makes the existing model obsolete “

La Question : 1) c)

On montre d'abord que ¢ est une bijection
de €* vers F*. Soit M(a,b,0) une matrice
donnée de F*. Et soit & résoudre dans C*
I'équation ¢(z) = M(a,b,0).

¢(z) =M(a,b,0) & @(x+iy)=M(ab,0)
& M(x,y,0) = M(a,b,0)

x =y X a —=b =b
s (0 0 0 ]J=10 o0 0
y x X b a a

o [E=a et

y=b

D'ou la chose suivante
(VM(a,b,0)eF*),A!lz=a+ibeC") : ¢@(z) =M(a,b,0)
C-a-d que ¢ est bijective.

D'ou ¢ est un isomorphisme.

Alors o(C*,x) = (F*,x) est un groupe
commutatif car (€*,x) I'est & priori. Comme
(1+0i) est I'éléement neutre pour le groupe
(€, x) Alors @(1+0i)=M(1,0,0) est I'élément
neufre pour le groupe (F*,Xx).

Comme

, iy
Syme: (e +iy) = (x2 +y2 x2+ yz)

Alors Symg+(M(x,y,0)) = Symg-(@(x + iy))

= @(Syme:(x + iy))

B ( X iy )
A U R
X Rl
=M ; ;0
(xz+y2 x2 +y?2 )

1) d)

La Question :

(F,+,x) est un corps commutatif car :

(F,+) est un groupe abélien

(F*,x) est un groupe

X est distributive prp a + dans F c M3(R)
X est commutative sur F C E

L'unité du corps (F,+,x) sera I'élément neutre

de la loi x dans F a savoir M(1,0,0).

La Question : 2) a)

010 X =¥ =¥ 0 0O
0 0 0|x{0 0 0 \)=(0 0 0
0 0 0 y x x 0 0 0
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La Question : 2) b
On suppose I'existence d'un élément de F

inversible pour la multiplication mafricielle dans
M3(R). C-a-d M ixM=MxM1=]

0 1 0 0 0 0
0 0 0 XMz(O 0 0
0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0
& (00 o)xMxM1i=[0 0 0|xM?
0 0 0 0 0 O
0 1 0 0 0 0
S (0 0 0lxI=(0 0 0
0 0 0 0 0 O
< |1 =0| contradiction

Donc ce qu'on a supposé est faux.

C-a-d gu'aucun élément de F n'est guerre
inversible pour la multiplication matricielle dans
I'ensemble M3(R).

Le Troisieme EXxercice

La Question : 1) 1)

(E) : z2+2z4+m?2+1=0

A=(Q2im)?* ; z=-1+im

La Question : 1) 2) a)

Soit ai un nombre imaginaire pure avec a # 0.

ai € solution(F)
= (ai)?®+2(1 =i)(ai) + (1 +m? - 4i)ai
-2i(1+m?) =0
= (4a—2a*) +i(—a’> +2a* +a+im*—=2—-2m?) =0
{ 4a—2a*=0
—a*+2a®+a+im*—2-2m?* =0

{oubien a=20
oubien a=2

= car a# 0

Pour l'implication réciproque si on remplace
z = 2i dans I'équation (F) on obftient zéro.

—8i — 8 + 8i + 2i + 2im? + 8 — 2i — 2im? = 0

D'ou la conclusion : (F) admet une solution
imaginaire pure et c'est le nombre 2i.

La Question : 1) 2) b)

En effectuant la division euclidienne du poly
22 +2(1-Dz2+ (A +m? —4)z—-2i(1 +m?) sur le
polynbme (z — 2i) I'équation (F) devient ainsi :

(z-=2)(z2+2z+14+m?)=0

oubien z = 2i
= oubien z=-14+im
oubien z=-1—im

La Question : 11) 1)

Zy+z
Q = milieu[AB] & zn=%=—

—in
ri(A)=P & (zp—1zq) =€ 2 (zyp —7g)
& pt+l=—i(-1+im+1)

o p=n=1]

Zp+zg —1—im
2 2

A =milieu[0B] & zp =

nB)=Q0 & (zg-z)= e%(ZB —2zy)

1 im - y 1 im
= (q+5+—)=1(—1—1m+—+—)

2 2 2
i . i+m 1 im
=M= ™3 2
i m 1 im
& qg=-———-=--— —
2 2 2 2
1
= q=§(t—m—1—tm)
L.
= q=z(—t(—1—im)—1—im)
1
= q=§(1—i)(—1—im)
i zZyp + z —1+4+im
B' =milieu[04] & zp =22
2 2
—in
r3(0)=R < (zp—2zp)=e 2 (20— 2zp)
o +1 im .(1 im)
R T
s _ I m 1+im
r=T27727272
1 .
& rzz(—a—m—1+1m)

1
& rzi(i(—1+im)—1+im)

= r= %(i + 1)(—1+ im)

= r=%(1—i)(—1—im)=q
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La Question : 1l) 2) a)
r —-m
D abord |Tm(q) = 5 facile a prouver
D ot : —q-G=2iT ()—2'(1_m)
ou: [-T]=q—q=2iTm(q) = 2i 5

=i—im=—i(-1+m) =[~ip]

La Question : I1) 2) b)

Zy — Z —-r
Oon a (Q R)zq = =—j=g 2
Zp — Zp p p
Zn— 2
Zp — Zp
Ainsi
Zy — 2 —1
arg( 2 R)E—[ZTE]
Zp — Zp 2
lzp — zo| = |2g — zg]|
=

QR = OP
- |

(OP) L (QR)

Le Quatrieme EXxercice

La partie une :

La Question : 1) a)

La fonction u: [0,1] — [1,2] est dérivable sur [0,1]
x — (2—x)

Car c'est un polynéme.

La fonction v: ]0,+ow[+— R est dérivable sur R*
D'aprés le cours. x +—Inx

On remarque que u([0,1]) = [1,2] < ]0,+oo[.
Donc la composition veu(x)=In(2—x) est
dérivable sur l'intervalle [0,1].

sur [0,1]
fonctions

D'ou x +— xIn(2—x) est dérivable
comme étant produit de deux
toutes les deux dérivables sur [0,1].

La Question : 1) b)

f)=(xm2-x))
=x(In(2 —x)) +In(2 —x)

—X
:m"‘ln(z_X) ) VXE[O,l]

La Question : 1) c)

la fonction f'(x) est dérivable sur [0,1]
comme étant somme de deux fonctions
toutes les deux dérivables sur [0,1].

-1 x—4

" _ (2 —xX+x\
4 (x)—Z—x (2—3::)2)—(2—1:)2
On remarque que Vxel[01] : f (x)<0
Donc f' est strictement décroissante sur I.

La Question : 1) d)

On a f' est continue et strictement monotone
sur l'intervalle I (décroissante).

Alors f' : [0,1] — [-1,In2] est une bijection.

C-a-d : (Vye[-1;In2) @!xe[01]) : f(x)=y

C-a-d: (pour0e[-1;In2]) @lae[01]) : f(a)=0

Comme : f(0)=In2 et f(1)=-1.
f@=0 & InR2-a)- =0

2—a
= ln(2—a)=i
2—a

2

2 —

= aln(2—a)=

2

= |f()=

2—a

La Question : 2) a

Soit x € [0,1]

Si xz2a |= fa(x)Sf'(a) car f est NI
= f(x)<0 car f(a)=0
= fest N sur 1]

Si x<a | = f@=f(a) car f est N I
= fx)=0 car f(a)=0
= f est 7 sur [0,al.

Ainsi on déduit le tableau suivant :

X |0 a 1
f () |In2 i ~1
.
f / 2—0:\
0 0
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La Question : 2) b

We have just found that the
derivative f" (x) is always negative :

frx)<o0

So the curve (€) is concave. How about that @

second

Vxel

La Question : 2)c)

Soient x et t deux éléments de I tels que x <t

f est continue sur|x,t] c [0,1]
f est dérivable sur |x,t[ c [0,1]

= dcelxt] ; M=f((f)
L
celxt] = c<t
=  f@=f(@); car f est \ surl
f@®) —f&x) -
(T)Ef(t)

= [[O<G-0f®O+fO] &)

La Question : 2)d)

Pour t =0 l'inégalité (x) devient :
fG) <x f(0)+ £(0)
c—a-d
Pour t =1 l'inégdalité (x) devient :
f <=1 f@+FQ)
c-a-d

La Question : 3)

©)

1

<

Just think about it ©

“ Science is about knowing ;
engineering is about doing

La Question : 4

1
£=jlﬂwwx 1111 1171
0

1
=f ﬁ-ln(Z—x)dx
U —_—

u' v

<[ [ 22

17/ &2
=0+§J‘u (Z_x)dx
4

=—=1-=2[In|2 —x|]}

4
=%—1—2(—ln2)
= (F2=2) e
=(8In2 —5) cm?

Remargue :
J'ai effectué dans mon brouillon, la division

euclidienne de x? par (2—-x) pour justifier
I'identité suivante :

(2x—2x)=(”x”2+2fx)

La partie deux :

La Question : 1) a)
xel0l]] = 0<x<1

{etbien 0<x®"<1 vn=2

ethien 1<2—-x<2

{Oangl
0<In2—x)<In2

= 0<x"In(2—x)<In2

= [h®=0]

f(0)=0"-In(2—0) =0

Et Encore : { fi(D)=1"-In(2-1) =0
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La Question : 1) b) La Question : 3) a)

La fonction f,(x) est continue sur l'intervalle '
i ) =0 | & a,) =0
[0,1] et dérivable sur l'intervalle 10,1[ comme fn (@) 9n(@n)
é’rlcl'n’r produit de deux fonctions confinues et & nn@2-a,)- . S
dérivables sur 1. 2 — &y
Eton a £,(0) = f,(1) donc d'apreés le théoreme e n'hn(2-a,)= In
de Rolle : Ja, €]01] : f,(a,) =0 2-ap
1
La Question : 2) a) W N, -( S )
n\2—a,
La fonction f, est dérivable sur l'intervalle I 1/ antl
comme éfant produit de deux fonctions < ()" In2—-a,) = _( “ )
toutes les deux dérivables sur 1. n\z-ay
£ = (" In@ - ) L[
x)=(x"In(Z2—-x =—
n ) = fn(an) n(2 = an)
=nx"1-In2-x) -
e m 2 2—x La Question : 3) b)
; & X
= x" 1(nll’1(2“’x)'_2_x) ane][},l[ : VneN
=x"1. g (x) = 0<a, <1 et 0O0<a;<1
= 1<—-a,)<2 et |a,41|<1
La Question : 2) b) . i
1 1
; -n 2—x+x = E<2—a <1l et |a4ql<1
— S n
gn(x) 2—x ((Z—x)z) 1
_ =2 ) —2 == 2—a, <1 et |apul<1
— 2
B2 — | En1] 4
=nx—2n—2 2—a,
&1 =% X<1 =>l|a“+1 L
nl2=a,l n
= nx<n
1
= nx—2n—2<n-—2n-2 = |fn(an)|<(z)
= nx—-2n—-2<-n+1)<0
n
= nx-—-2n—2<0
sy nx—2n-—2 - 0
@-x? = [imf, (@) =0
= g,(x)<0
= g, est N surl La Question : 3) c)
. i a
La Question : 2) <) 91 (@) =0 & @+ DINE = @) — 5= = 0
Comme g, est continue et étant strictement ml
décroissante alors g, : [0,1] — [-1; nln2] est _ Ony
une bijection de [0,1] vers son image [—1,nIn2] s (a2 =) g @i
avec g,([0,1])=[-1;nIn2] d'ou selon Ila
définition de la bijection on écrit: .
—1- | : = Ona : In (an+1) =n 11‘1(2 - ISrn+1) -
(vye[-1;nln2]), (@!xel01]) : g,(x)=¥ I

(pour 0e[—-1;nIn2]),A'a, €[0,1]) : g,(a,) =0 =nIn(2-ay41) — M+ 1) In2 - a,4q)

= (an)n-i "Gn(ay) =0 =—In(2 - Oyi1)

= fn (an) =0
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La Question : 3)d
D'abord g, (1) — gn(@)|= —In(2 — @y41) = 0
=—In(2 - ay41)
an+] € ]O,l( = R,H_] < ]. =i _an+] > _1

= 2—(1n+1>1

U

In2—-a,41) >0
—In(2 —a,41) <0
In(@n1) — gn(ay) <0
In(@n11) < gnlay)

L4 1l

97 (gn (@ns1)) < 97 (gn(ay))

Car g, est une bijection décroissant sur [0,1]

U

Apy >y ;3 Ynz=2

U

(@, )n>2 est une suite croissante

La Question : 3) e)

La suite (a,).>2 est une suite convergente car
croissante et étant majorée par 1.

car 0 <a, <1 soit ainsi lim(a,) ="+
La Question : 3) f)

On a 0<a, <1

Alors par passage aux limites 0<¥<1

Comme f, est continue sur [0,1].

Aors : lim f(@,) = f, (lim(a,)) = £,(0) = 0
(c-a-d intervertirles signes lim et f, )
& MIn(2-4)=0
& In(2-4)=0
-

La partie trois :

car £#0

La Question : 1)

xel0,l]] = x<1

[etbien 1<(2-x)=2
et bien x x" <x"™ car x" >0

{etbien 0<In(2—x)<In2
et bien x"™! < x"

= 0<x"1-In(2—-x)<x"-In(2-1x)

1 1
= 0 Sj R -ln(2—x)dx£f x"+In(2 — x) dx
0 0

Car la confinuité est vérifiee et 0<1 garde le
sens de l'inégalité inchangée.
= 0L L€, ;0 Yn=>2

La svite (I,).> est une suite décroissante en
plus elle est minorée par 0 donc convergente.

La Question : 2)

1
I, =f0 [ (x) dx

1
=J‘ x™ +In(2 —x) dx
u e ———

e 5

xn+l 1 1/ ,n+l -1
=[n+1ln(2—x)]0—J; (n+1)(2—x)dx
1 1/ yntl
n+1,’; (Z—x)dx
1 T/t
- n+lf0 (Z—X)dx

3) a)

=0+

La Question :

ethien 2—x>1
0l<x<1l =

et bien x"t1 <1

1
et bien 0<( )<1
2—Xx

et bien 0 <x"tl <1

xn-H
= 0<( )<1

2—x

1 1 xn+1 1
= dexSf( )dxsfldx
0 0 \2—X 0

La confinuité est vérifié et 0 < 1.

1 xn—i—l
= OSI( )del
1 1 xn+l 1
< <
_n+1,’; (Z—x)dx_n-i-l

= 0<I, <

La Question :

1
iy
o< = ()

= [lim{,) =0

0
0
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