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Le Premier EXxercice

La Question : 1) a)

Premiére Méthode :

(x,y) est solution de (D) & 7x*—13y=5

soit d=xA13 |= d/13

= de{1;13}

Si d=13 13=xA13
13/x

x =13k ; kel

Ly

7(13k)> =13y =5

U

13 (7(13;:)2 - y) =5

=k €L

I

13/5 contradiction

d+13

l

= d=1

Deuxiéme Méthode :

Les cas possibles du reste de la division
euclidienne d'un entier naturel sur le nombre
5 sont : {0;1;2;3;4}.

II est clair que

(7x3 —=13y) = 0 [5]

Si {x =0 [3] Alors

y =0][5]

C—a—d 5=0][5]

Donc ce cas est clairement plausible.

x =r|5]

On suppose maintenant que { '
PR q y =71 [5]

avec r et r appartiennent i {1,2,3 4}

OUARZAZATE, le Dimanche 19 juillet 2020

= 7x3=7r3[5] et —13y=-13r[5]
= (7x3=13y) = (7r® - 131") [5]

= 5= (7r3-13r)[5]

= 7r3—=13r =0 ou 7r3-13r'=5
= ou |7r3 = (5+ 137"

Avec 1€ {1;2;3;4} et re{l1;2;3;4}

U

contradiction (Absurde)

Car : Sir=1|= 7r3=13 ou 7r’=18
= r=122 ou r=136
= r & {1;2;3;4}

Si r =2 7r3 =26 ou 7r®=31
= r=154 ou r=163
= r ¢ {1;2;3;4}

Si r=3|= 7r3=39 ou 7r3=44
= r=1,76 ou r=1,83
= r & {1;2;3;4}

Si r=4|= 7r3=52 ou 7r3=57
= r=1.93 ou rv=199
= r & {1;2;3;4}

D'aprés ce raisonnement par I'absurde on en

x=r[b] .
y=1r'[5]"

x=0[5] et y=0[5].
et y=5k ; kkeZ

déduit que I'hypothése { r,r € [1,4]

est fausse. Donc

Dou : x=5k

= 7x3-13(5k") =5

= x(7x%) —=13(5k") =5

= x(7-(5k)*)—-13(5k") =5

= x(7'5-k*)+13(-k)=1

= xu+13v=1 ; |u=7-5-k2€Z

v=—k €L
= ; selon Bezout
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La Question : 1) b)

13 premier 13-1 — .
YA13 =1 x =1([13] ; selon Fermat
-
La Question : 1) c)
13=0[13] |= 13y =0[13]
= (7x3-5)=0[13]

= a
or @

(D et (2) = 7x3=70[13]
= 13/(7x3 - 70)
= 13/7(x®—10)
= 13/(x*—=10) car 13A7 =1 (Gauss)
=
La Question : 1) d)
x3=10[13] = x3=-3[13] car 10 = -3[13]

= (*)*=(-3)*[13]
= x'2=81[13]
x1% = 3[13]

= car 81 =3[13]

La Question : 2

Par I'absurde on suppose que (D) est solvable
dans I'ensemble Z X Z .

x2=1[13]] et |x'2=3[13]

Et ce d'aprés les résultats précédents.

=

= 3 =1[13]| transitivité de la relation (=)
= 13 divise 2| absurde et contradiction

Donc (D) n admet aucune solution dans Z?

Remarque :
L'équation (D) : 7x3—13y=5 peut étre se
ramener A l'équation (E): 7a—13b=5 a

résoudre dans Z? par la méthode classique.

13 7 —

. @E=75E
716 — —
= [7A6=6A1=1]
6|1

= Stop

= PGCD(13,7) =1

Comme 5 ne divise pas 1 Alors (E) n'est pas
solvable dans Z?, |'équation (D) non plus &.

Le Deuxieme EXxercice

La Question : 1) a)

E={(é ;) ; (x,y)E[F&x[Ri*]

D'abord E <€ M,(R) car c'est I'ensemble des
matrices carrées d'ordre 2 qui s'écrivent sous
la forme indiquée ci-dessus.

: 1 x 1
Soient (0 y) et (0

1 ® 1 #y_Aa x’—lrxy’)

(0 JJ)X(O }")_(U yy' &€&
yeR”
yFE]R*

x,) deux maltrices de E.

Car x +xy e R et yy eR* car

La conclusion :

1 x 1 x 1 x 1 x
V(O y)’(ﬂ y’) L (0 y)x(ﬂ y’)EE
Donc x est une loi de composition interne sur E
Ainsi :

E est une partie stable dans (M;,(R) ; %)

La Question : 1) b)

Si x est commutative sur E, Alors On aurait :
1 x 1 x' 1 x 1 x
V(O y)’(O y’)EE ' (0 y)X(O y’)
_ (1 x’) g (1 x)
o y/7 oy

Le faif de prouver que x n'est pas
commutative revient & exhiber un contre
exemple.
1 = 1 & 1 x +xy
e (D65
0 y 0 ¥y 0 yy

L'expression yy' est commutative donc le
contre exemple dépendra de I'expression
x +xy' ., il suffrait de choisit x#x et y,y
n'importe lesquels.

Soient (é g) et ({1) g) deux éléments de E

(0 36 2= o
et Ona : ((1] ;)X(é g):((l) 161)

Ainsi X n'est pas commutative sur E.

On a

Badr Eddine El Fatihi - Ouarzazate - 00212660344136 - www.professeurbadr.blogspot.com - session normale 2020 - la page: 332



AHenftion jis :
Comme x n'est pas commutative sur M,(R)
et comme EcM,(R) Alors X n'est pas
commutative sur M3(R) c'est faux @ car s
existent des sous ensembles de M,(R) la ou
la mulfiplication serait commutative.

La Question : 1) c)

Juste un simple calcul matriciel.
1 x 5
(0 y)

La Question : 2)

—X

y 1 x\ _
X(U y)_"

1
0 2
y

v\
| =
= 0
y

Vous avez le choix entre deux méthodes, la
premiere consiste @ démontrer via la définition
d'un groupe que :

e X est une LCI sur E. (Stabilité)

e x est une loi associative sur E ( stabilité
de E dans (M3(M),x) )

e X admet un élément neutre I ( atravers
la stabilité et IeE)

e les éléments de E sont symétrisables
par rapport a x. (déja prouvé)

e X n'est pas commutative sur E, déja
prouveé , juste pour justifier la
qudlification groupe non commutatif.

Deuxié Méthode

Cette deuxieme méthode adoptfe la nofion
d'un sous groupe et consiste & prouver que :

(M, (R),x) est un groupe (d'apres le cours)
E € M,(R) C'est trivial.

VABeE ; Axsym(B)ekE

x est non commutative sur E (déja vu).

Pour la froisieme assertion, elle est frés simple :

—-a
1 I
G 5)eom D=6 )=,
b
X a _
— ! (E;B) e E ; car (xba)ER
0 3 y;-*O;bth

La Question : 3) a)

Soit F={M(x)=(é le) ; xeR'}

Soit | ¢ :
x — M((x)

R*%) — (F,%) J

Soit  (x,y) €eR%*, on a
p(x) x p(y) = M) X M(y)
- 1 -1
=((1} xxl)x(ﬂ J’y )
1 xy—-1
2(0 xy)

=M(xy)eE car xye R"

= ¢(xy)
Donc ¢ est un homomorphisme.

La Question : 3) b)

On montre d'abord que ¢ est bijective.

Soit M(a) une matrice donnée dans F, On va
résoudre dans R* ['équation d'inconnue x
suivante : p(x) =M(a) < M(x) = M(a).

1 x-1y_/1 a-=1
< (0 X )_(0 a )
= )

dou VM()€eE ; Alx=aeR’ @(x) = M(a)
C—a—d que @ est un isomorphisme.
p(R*,x) = (F,x)

Comme (R*,x) est un groupe commutafif ef
comme @ est un isomorphisme alors @(R*,X)
est un groupe commutatif c-a-d (F,x).

D ou

Les caractéristiques de (F,x) sont héritées de
I'ensemble (R*x) via I'application ¢ .

Pour le groupe (R*X) on a :
e X est commutative sur R*
e x est associative sur R*

1 est I'élément neutre dans R*
. %zsymétrique(x) dans R*

Alors pour le groupe (F,x) on a :

x est commutative sur F

x est associative sur F

(1) =M(1) =1 est 'EN dans F
symétrique(M(x)) = symétrique(p(x))

‘ = ¢(symétrique(x))

o) -u()
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Le Troisieme EXxercice

La partie une :

La Question : 1)

(B): 22-2mz’+2m?z-m3 =0
En effectuant la division euclidienne du coété
de gauche par le polyndbme (z—m) I'éguation
(E) devient : (z—m)(z2—mz+m?) =0

S z—-m=0 et z?—mz+m?=0: (E)

Agn= (—m)? —4m? = (V3 i m)2

m—+3im m++vV3im
A= ; 2="73
_ (=38 _(1+V3i
T2 = 37 e
—im ETE_
=|lme 3 =|me?3

Ainsi I'ensemble des solutions de I'équation (E)
est défini explicitement par ce qui suit

in —in
Sz[m; me3 ; me3]

La Question : 2) a)

P i iiiliada: -

1 1_Zl+22_m

s

1
A4 Z1Z7 m? m

Car en général; si z; et z; sont les solutions
de I'équation az?+bz+c=0 Alors :

—b c
Z1t+ 2z =— et Z1Zy = —
a a

La Question : 2) b)

in 0 in
m=1+e3 =e'¥ +¢3
04%
0~5% ‘(—21)
= 2 cos e
2
V3 i
=2X—Xeb
2
in
=\/§eﬁ
. —in i —im —in
Ainsi zy=me3 =V3-e6-¢3 =[/3e6

im

3(cos (—?n) + isin (—?n))
V3 i
"5(7‘5)
3 V3.
2 7¢

im

in in
Encore : z;=me3 =+v3-e6-e3 =+3e2 =|V/3i

La partie deux :

La Question : 1)

On a

Zgp — Zp

=
me 3 —2in
=e 3 &R

Zy — Zp

Donc les points 0 ; A ;

La Question : 2) a)

i
mes

B ne sont pas dlignés.

im

n0)=4 & (zg—2zp)=eZ(z9—2p)

in
o med—p=i(-p)

& p(d-i)

in
:me3

: —im in
= p-(e‘“+e 2 )=m€3

T\ —ir L4
— p-(ZCOS(Z))e4 =meS3
V2 cin in
= px2x?xe4 =me3
im

me3 m It |my2 in

(= p= _mz—elZ:—elZ
29-_4’_ ‘\/i 2
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nB)=0 & (z0—2) =eZ(zz—27z)

—in
= —r=i(me 3 —r)

—in
& —r=ime3 —ir

—im

S r(i—1)=ime3

im —im

im .
= r(e"2_+e‘“)=e_f-m-63

= r-(Zcos(g))-eBTn=m -e%r

V2 B3 in
= r-2-7-94 =m +eb

in

me6 m =7t |my2 =in
= r = 33_’£=ﬁe12 =Telz
V2e?

La Question : 2) b)

n(A)=B & (23— zQ) = e%(zA - zQ)

-in in
& me's —q=z(me3 —q)

—in in

& me3 —g=ime3 —iq

=
X
—_—
™
N
_|_
mv--.u
=
—
II
Y
(48]
L 1Y
0,
=
/"_"\
\‘-..._.../
-h|,~.;
——

i3m
m 2-sin(%) et
= q= B
2:e 4
= _ 5 _(7:1:)
qg=m sin 1

Just think about it ©

“ Normal people believe that if it
ain’t broke, don’t fix it. Engineers
believe that if it ain’t broke, it

doesn’t have enough features yet.

La Question : 3)

—i7n iim
m\/i ?H\/E ceiz

SN e
ZR_ZP_ 2 e 12

=% 2 Sain (12)

= mﬁ = (e 12 — eF‘IT)
2m\2 - sin (ﬁ)

o
|
N
R

arg (ZR — ZP) = arg(—i) [2m]

ZQ_ZO

|zg — zp| = |ZQ —Zol

Zp—2Z T
arg(R P)EH+E[2;T]

ZQ_ZCJ

PR = 0Q

(00; ﬁ?’) E:;' [27]
PR =00
= {(OQ) L (PR)

Le Quatrieme Exercice
La Question : 1)

¥ *
@ est continue sur R}

Soit @(t)=Int = {(p est dérivable sur R}

x+1)—plx ;
= 3dcelx; x+1] ; w((x+i)—(px()=(p(6)
1 1
= x<c<x+1 ; ln(1+—)=—
X c
1 1 1 1
= <—-< - : ln(1+—)=—
x+1 ¢ x %




La Question : 2)a
d abord w =x2%In (1 + 1)
x—0 o
On a Vx>0 ; —<ln(l+—)<—
1 X
2 e
= <x21n(1+—)<—
X x
Ly f(x) —£(0)
= (x+1)<( =0 <
+
0t 23
0] [0]
- (f)=fO))
ol (T =0=1(0)
=  f est dérivable a droite en zéro.
La Question : 2) b)
1 1 1
Oon a Vx>0 ; —<ln(1+—)<—
x+1 X X
x3 3 1 x3
= <x° In (1 + —) < —
x+1 X X
x3 5
= (x+1)<f(x)<x
———
X /40
= lil}rl f(x) =4 | (1)
2
Or ( ad ) < @ <X
x+1 X
‘—_ﬁ_—-—’
X —/Foo
_ fOx)
= x[ll_"l-‘lm 7 (2)
D'apres les résultats (1) et (2) on peut en
déduire que la courbe (€) admet une

branche parabolique suivant I'axe (©Y) |'axe
des ordonnées.

La Question : 3) a

On a x-—>(1+%) est dérivable sur R* car

c'est la somme de deux fonctions toutes les
deux dérivables sur R*. On a aussi la fonction
logarithme népérien est dérivable sur ]0, 4]

composifion x +—1In (1 +§)
dérivable sur ]0,4+[ car c'est une composition
bien définie de deux foncfions dérivables.
Finalement x +—» x3ln(1 +%) est dérivable sur

Donc la est

» car c'est un produit de deux fonctions
dérivables sur RY .

f(x= (x31n (1 +

La Question : 3) b)
: <In(1 oY l P
1 n( -f-x) ; selon (P)
On a :
. < L =0
a4+ bl B s
D ! <1 (1 + 1)
one 3(x+1) n X
= 1 (1 + 1) ! >0
G x/ 3(x+1)
= 32(1 (1+1) ! )>0
£ x/ 3(x+1)
= f(xX)>0 ; Vxel0,4of
=% |f est strictement croissante sur [0,+00[|

La Question : 3) c)

x |0
f ) +
e //
[0]
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La Question : 4) a)
Soit x>0 glx) = %x)-
o Fide (fix)) _x(f - f@)
@
T ox x?2
1 1 1
=3 (In(1+) 5 o) —ama(145)
= (3x—x)ln(1 +%)—xil
1 x

i ln(l +;)_x+1

=|2x (ln(l +i—)—ﬁ)

De la méme maniére que dans la question
3)b) on monire facilement la chose suivante :

1 1
2 (n(145) -5 ——=) >
x(n +x 2(x+ 1) 2
D'oU g est une fonction strictement croissante

sur l'intervalle ]0,+oo] .

La Question : 4) b)

La fonction g : 10,4 — g(]0,+[) est une
bijection car g est confinue et étant
strictement croissante sur l'intervalle 10, +oof .

9(10,+e[) = [ lim g(x) ; lim g(x)

. f(x) . f(x)
= | lim ;o lim
x—=0t x X=X
=10 ; +oof
comme g : ]0,+o[ +— ]0,+oo[ est bijective :
Vyel0,+oof ; 3Ilxe]0,+oof gx)=y
pour 1¢€]0,+oo] Ala €0, +oo] gla) =1
C-a-d l'equation g(x) =1 admet une seule
solution a dans l'intervalle ]0,+4oo| .
Pourquoi 1<a<2 7?7
Oon a g)=f1)=mn2=0,7
3
_f@ 83 0)-
On a g2) = =5 =4In )= 1,6
on a 07<1<16 = g)<g(a)<g2)

= g M) <g Y g@)<g9(@)
— CQFD

La Question : 4) c)

Si x=0 & f(0)=0
Si x#0 [l'équation f(x)=x
)
@,
= gx)=1
A
D'oU I'équation f(x) =x admet exactement

deux solutfions 0 et a .
5) a)
y ©

La Question :

i

La Question : 5) b)

f 1 — f() est une bijection car continue
et étant strictement croissante :

F@) = £(10,+e0[) = [£(0) ; lim fGO[=[0,+eo[ =1

La partie deux :

La Question : 1)

Soit le prédicat Pn) : 0<u,<a a
démontfrer la véracité par récurrence vneN.

pour n=0 on a O<yy<a
Donc l'instance P(0) est vraie.

L'initialisation :

L'hérédité : Soit neN fixé fel que P(n) soit vraie.

P(n) est vraie = 0<u,<a
= [fO<fTu)<fNa) ; fest 7
= 0<y,1<a
= P(n+1) est vraie
.o {P(O) est vraie
d ou
Pn) = P(n+1) ; VneN

D'ou d'apres le principe de récurrence on en
déduit que : (vneN) ; 0<u,<a.
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La Question : 2) a

La fonction g est continue sur lintervalle
10,4+ donc I'image de n'importe quel
intervalle inclus dans ]0,+co| est un intervalle.

Ainsi : g(10,a) = | lim 9@ ; 9(@)]

| () - )
=11,af

La Question : 2) b)

On a g: ]0,a]f — ]0,1[ est une bijection car
continue et étant strictement croissante. Donc :

(Vyelol[) (3'xe]o,al) gx) =y
g(x) €]0,1[

gx) <1| (%)

Autrement —dit (Vxe]0,al)

Ou encore : I(VxE]O,r.r[)

Pour x =u,€0,a[ , on aurait g(u,) <1

C—a—-d VneN f(l:q)<1
C—a—d VneN f(u,) <u,
C—a—d VneN u, < ftu,)
C—a—d VneN Uy < Upyay
C—a—d la suite (u,),.y est strictement 7

La Question : 2) c)

La suite (u,)..y €st convergente car croissante
et étant majorée par a.(car vneN : u, <a)

La suite (uy)neny est définie par la relation de
récunrence Up4q = f1(u,) .
On a aussi ug€e[0,+0o[ et f1([0,+00[) < [0, +oo[

Or la fonction f=1 est contfinue sur [0,+o[ et
la suite (u,), est convergente vers un certain
¢ alors la limite ¢ vérifie I'équation f~1(¢) = ¢.

e f(O)=4

= {Le{0,a}

= f=a car (Uy), 7 et a>0
La partie trois :

: 1) a)

La Question

On a vx=0 ; f(x)=0 déja vu ©
Et f est continue sur [0, 40|

1
Si ox<1 = F(x)sz(t)dt>0

1
Si x=1 = F(x)z[f(t)dt<0

1
B o=l = F(1)=ff(r)dr=o
1

La Question : 1) b)

On a f(x) est continue sur [0,+oof .
Donc f admet des primitives sur [0, +oo] .

En parficulier, f admet une primitive ¢
sur [0,+0| définie ainsi
t
p(t) = f f(®)dt 1€[0,+oo]
1

go§1)=0
p®)=f({t) ; vt=0

1 x
Ona : F(x)zff(t)dt=—£f(t)dt=~—<p(x)

Donc F est dérivable sur [0,+o] et on a

Vx=0 ; F’(x)=w*gol(x)=—~f(x):~—x3ln(1+%)
La Question : 1) c)

Vx>0 Fx)=—f(x)<0

Car : VvVx=0 fx)=0

Donc F est strictement décroissante sur [0, +oo[

La Question : 2) a)

Soit x=>21 et t=>1.

t>1 = FlEr=r0)

car f 7

x=1

= rf(t)dt 2flln2dt

= [F(x) < (1 —x)In2] x=>1

La Question : 2) b)

Fx)<(1—-x)In2

X 3 +0oo

= lim F(x) =—

X—=400
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La Question : 3) a)

(1+

)

parce que c est l1mx
1 1 e
F(x)=f £ -ln(1+?)dt
¥ v(t) Int
= (lim(*+x)) x| lim —
. 1 1t4 _T x—0+ t—-)+0ti t
= —ln(1+—) —f —|—t— )a¢ =(143)
4 B A g
® ; =0x0=[0]
=L %) (1 1)+1 (g 5
. +; ZL 1+¢ b Comme x]_i,%LF(x):ﬂ
1
La Question : 3) b) AlEEs ¢ i j FO)dE = —
x—=0* 5 24
dt = t2 —t 1dt—f (—)dt By L
L(Ht) fx( +1) Rt C—-a—d Of(t)dt =
3 2
= |t —[In|t + 1|2 La Question : 4) a)
X
1 1 3 2 ; * .
=(§_§_+_1)_(%_%+x)_(ln2_]n(x+1)) Soit neN et ke[[O,n—l]]
D' abord (2k+1 Zk) 1 =
5 x3_l_x2 1(2) avor 2n 2n)  2n
=|———+4+——x—1In
6 3 2 x+1 - T
Dou : > —
2n n
La Question : 3) c)
k  2k+1
P = 34 (1+1)+1f1 il PO o e | ] = EQS%H
VE T T T, e+ n
k 2k
nz_xt (1 ) ()
=“__£.1n(1+_) sl e O
4 4 “ 2k+1 2k+1 2k
1/5 x3 x? 2 ol
S e I W W - (NS 1 n k 7n 2n 2k+1
el A +“(x+3)=>f£ (a7 roaes | r ()
B x4l (1+1)+5 x3+x x In(x+1) " " " .-
=Tz " 24 128 4 4 _ (2k+1 k) (k)<f1 (t)dt+[T e
2n n 4 n/ Kf 1 f
n
La Question : 3) d) <(2k+1_f)f(2k+1)
- 2n n 2n
5 «x* 1 k 1 1 1 2k+1
llmFx = 11m ———1n(1+—) — )
@ =g (z7-50(1+3) = 5 ()= Fode= [y, Fodes7r (5
n 2n
-2 1(1 ‘in(1+3))
=== | lim x*In ~ 1 /k k 2k+1 1 2k+1
s (el a6 2r ()-r ()2 ()
= an(n)‘F n § 2n _an 2n
=21 4 -1 (2k+1) (2k+1) (k) -1 (k)
— < — —_ < — F| =
= an 2n =& 2n Fn _2nfn
i
Mais pourquoi lir{r)l+x4ln(1+;)=0 ?
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La Question : 4) b)

. S ertr)-r() 2

n/~ 2n  \n
S 2+ & 2k +1 k
= Jato)a ) ]
2n 2n 2n n
k=0 k=0
n—1
. —1f k
- n° \n
k=0
n—1
- —12 (Zk o 1) - < -1 (k)
2n 2n )~ Un S n f n
k=0 k=0
o 2k+1<k+1 — (2k+1)< (k+1)
4 2n n f 2n f n
-1 -1
5 —1“2: (k+1)<—lnz*‘ (2k+1)
2n f n 2n f 2n
k= k=0

25 (Y cn < 25 (9

n
k=0

Ou encore ,enremplacant k par k+ 1 a gauche

La Question : 4) c)

—1 o ~1% (k
o ) sm5 ) ()
=1 k=0
-1 r! = 1
= — | fO)dt<v, <— | f(t)dt
2 0 0
So ede So e de
Riemawn Riemdygn
—1\ /5 (—1) ( 5 )
(T) (ﬁ) 2 ) \24
= li = _
lim(v,) = 28

J'ai le droit d'utiliser les sommes de Riemann
car f est continue sur [0,+o[ 2 [0,1].
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