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Le Premier Exercice

La Question: 1)

D'abord E est une partie non vide de I'ensemble
des matrices carrées d'ordre 2 & valeurs réelles,

elle estnonvidecar: I =M(1,0)€E .
Soit M(a,b) et M(c,d) deux matricesde E
et @ un nombre réel.

aM(a,b)+M(c,d)=a(g _sb)+(; _Sd)

_ (rm +c¢ —3(ab+ d))
ab +d aa +c

=M(aa+c; ab+d)ekE

Parce que (aa +c) et (ab +d) sont deux
nombres réels. Ainsi E est un sous-espace
vectoriel de I'espace vectoriel (M;(R),+, )

Soit M(x,y) une malrice de E.

M(x,y) = (; _Ey) =G 2+ (3 —gy)

9o D)

=xl+y]

Donc (I,]) estune famile génératrice de E.

Soient a et f deux nombres réels,

al+B]=0 = (g _36)2(3 g)

o

{ Et bien a=10
Et bien =0

Donc la famille (1,]) est libre. Alors c'est une
base de E et on ait dimE est le nombre

d'éléments de (1,]) et c'est?2.

OUARZAZATE, le Mercredi 05 juillet 2017

La Question : 2) a)

On remargque au prime abord que E est une
partie non vide de M5 (R).
Soit M(a,b) et M(c,d) deux matricesde E:

G

_ (ac —3bd —-3ad-— 3bc)
bc+ad —-3bd+ ac

M(a,b) + M(c,d) =(

= M(ac —3bd ; ad + bc) e E
Car (ac — 3bd) et (ad + bc) apparfiennenta R.

Finalement : E est une partie stable dans (M, (R) ; X) .
La Question: 2) b

Pour monftrer que (E,+,x) estun anneau
unitaire et commutatif, on vérifie les assertions
suivantes :

(E, +) estun groupe abélien.

x est une loi associative.

x est distributive par rapport & + dans E.
x admet un élément neutre.

x est commutative sur E.

La premiere assertion résulte du fait que (E, +,%)
est un espace vectoriel.

Les assertions 2¢me et 3éme résultent du fait que E
est une partie stable dans (M, (R) ,x) et que x est
associative et distributive par rapport a + dans M, (R).

La 4éme gssertion est vérifiee car I = M(1,0) est
I'élément neutre pour la loi x dans E.

Pour la derniere assertion, c'est trés simple, il suffirait
de prendre deux matrices M(a,b) et M(c,d) et de
voir est-ce bien: M(a,b) x M(c,d) = M(c,d) x M(a, b)

Je vous laisse le soin de réaliser ce petit calcul.
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La Question : 3) a)

Soient (a,b) et (c,d) deux couplesde R? :

q)((a +ib) X (c + id)) = <p((ac —bd) + i(ad + bc))

ad + bc‘)

=M(ac~bd;
V3

go(a+ib)X(P(a+fb):M( %)XM(C’J%)
d

M( 3 g g +b )
= ac—3 —-—; a - —+—-c¢
V3 V3 3 V3
M( bd ad+bc)

= ac — :
V3

Donc ¢ est un homomorphisme de (C',x) vers (E",x)
Soit M(a,b) e E* :

) — XN _
px+iy)=M(a,b) & M(x,ﬁ)—M(a,b)

X=a =g
e {X_p o _
{ﬁ {y=b\/§

C'est-a-dire que I'équation @(x + iy) = M(a, b)
admet une seule solufion dans €* . Ou encore :

VM(a,b)eE*;3'z=a+ibV3eC" : ¢(z) = M(a,b)

C-a-d que I'application ¢ est une bijection de
(C*,%x) vers (E*x) .

Finalement: ¢ est unisomorphisme de (C*,x)
vers (E*,X) .

La Question: 3) b

Comme (C*,x) estun groupe abélien et ¢ est
un isomorphisme. Alors @(C*,x) = (E*,xX) estun
groupe abélien aussi.

La Question: 3) c)

2017

]2017 i (M(O,].))

-(u(s3)

= (p(0+i3)"

- (o(03)""”

= ¢(iV3) X (iV3) X ......x ¢(iV3)
= @(iV3 X iV3 X ... X iV3) ;
= o (27 x (v3)")

=9 (i X V3 X ((\/ﬁ)z)mg)
=[o(i¥-3™)

2017 fois

(]2017)—1 - Sym(]Z()l?)
= sym (qo(i V3 31098))
=@ (sym(i V3 31008))

¢ (1 V3 - 31008)

= (P( '31008)
=@ (0 B 31008)
- M(O J8-3 31008)
= M(O J 31009)
0 1
1008
Finalement : |(/2017)! = 3
Einalement: (/") 1
31009 0

La Question : 4)

Pour monirer que (E,+,%) estun corps
commutatif, on vérifie aisement les assertions
suivantes :

e (E,+) estun groupe abélien.
e (E",x) estun groupe.

e X est distributive parrapport a +.
e X est commutatfif sur E.

Je vous laisse encore le soin de la vérification car
on les a déja montrées.

Le Deuxieme Exercice

L'arborescence ci-dessous résume |'expérience
aléatoire en question :

NG (B)

Rien Tirage de Tirage de Fin de
n'est fait la 1ere lg 28me ['exp
boule boule
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La Question: 1)

gainde\ _l 1_1
p(ZOPtS)_p(BnB)_zxz‘c}
'pertede)_ 111
(ZOptS —p(NﬂN)—2X2—4
(nui)—p(BNouNB)—EXE—I—EXE—E
La Question : 2) a)
; gain de
ain de
p(gl(}(}pts):p(zopts)
5 fois
1\’ 1,°° 1
ax () x(-3 -
BLg) BT 1024
La Question: 2) b)
. gain de
ain de
p(g40pts):p(20pts)
2 fois
_sz(l)zx(l 1)5‘2_ 270
T T \4 4) T 1024

La Question: 3) a
X(@) ={-20;0; +20}
POt =—20)=p(N N N) =3
p(X = 0) = p(BN ou NB) = %
PO = +20) = p(BNB) = ;

Donc la loi de probabilité de la variable aléatoire
X estl'application Py définie ainsi:

Py i X(Q) — [0]
20 — 1/4

0 — 1/2

+20 — 1/4

La Question: 3) b)

EX] = ) k-p(X = k)
k

= 20x1+0><1+20><1—0
B 4 2 4

Le Troisieme Exercice

La Question : 1

M=M o z =z

{ oubien z=1
oubien z=-1

La Question : 2)

co1_Yerdes
z -1 %(z-l—l)—l

=t
Z+E_2

_zz+22+1
T 722741

_(z+1)2
~ G-y

(z+1)2
T N1

La Question : 3)

Rappel: La médiatrice d'un segment est
I'ensemble des points qui se situent & égale
distance des deux exfrémités du segment.

BM' |z +1| z + 1\2 BM\?
Ona - = | = ( ) = (—)
aMm’ |2 =1 [\z-1 AM
M e Médiatrice[AB] = AM = BM
BM
= —=1
AM
BM\?
- G-
AM
BM'
= — 1
AM
= AM = BM'

= M e Médiatrice[AB]
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La Question: 4

Me(I) = AMB est rectangle en M

= (AM) L (BM)

Zy — Z
o (” B)EEIR

ZM — 24
z+1 .
= ( )EIIR
z—1
erl2
= ( ) e R
z—1

= (BM") || (AM")
-

Le Quatrieme Exercice

La Premiere partie

La Question: 1) 1)

Surl'intervalle ]0,+oo[ , est continue comme
étant quotient de deux fonctions confinues sur

I'intervalle ]0,4+w| avec le dénominateur est # 0.

Ftudions maintenant la continuité & droite en 0.

Arctan x

Il
=

lim f(2)

x—07t X

(Arctan x — Arctan 0)
x—0

Il
g

(Arctan x):,x=0

=)
- 1+x2 Jx=0

2=1=f(0)

1+0

Donc f est continue a droite en 0.

Finalement : f est continue surI.

La Question: 1) 2) a
m tel0x] =
= 0<t?<x? ; passage aucarré

= 1<t?’+1<x*+1 ; Ajoutdel

1
< <1 ; passagea l'inverse
X241 t2+1 p 9

La Question: 1) 2) b)

1
<1

<
x24+1"t24+1"
1 1 g
dsf( )drsfmtt
o MEH1 0

Introduction de fnx dt car 0 <x etla continuité
est vérifice.

x
[x2 = 1]9 < [Arctan t]§ < [t]}

5 < Arctanx < x
x¢+1

La Question: 1) 2) c)

— < Arctanx < x

L
1 Arctan x
= = < <1 ; x>0
x~+1 X
1 Arctan x
= 3 -1<——1<0 ; x>0
xc4+1 X
Arctan x
—x T_I
= 5 < <0 ; x>0
xc 41 X
f(x) f(O)
x2+1 x—0
ot x
f(x) f(U)
= — =0
x——>0+ x—0
f est dérivable adroite en0
ﬁ '
et f;(0)=0
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La Question: 1) 3) a)

T

fJ( ) (Arctan x)
2= x
X (”"—”'“1‘1 ) — Arctan x
_ 1+x
= po
1 Arctan x
T x(1 + x2) xe

La Question: 1) 3) b)

Signe(f (x)) = Signe (1 -fxz — Arctan x) = (-)
= Vxel0,+o ; f(x)<0

= f est N sur ]0,+oo[

La Deuxieme partie

La Question: 11) 1) a)

Soient x et t deux éléments de 0, +oo|.

t
| | Z—SArctantSt
t=+1

=

1 Arctant
5 < <1
t«+1 t

x 1 * rArctant *
= (2 )dtg ( )dts 1dt
o M +1 0 t 0

=  [Arctant]§ < f:f(t) dt < [t]p

t>0

X
= Arctanx < f fdt <x
0

Arctan x 1

X
<- Hdt<1l ; x>0
<1 o x

= fx)<gx) <1 x>0

Pour x=0 Onremarqueque : 1<1<1
C-a-d : [£(0) < g(0) < 1| valable aussi.

Finalement : [V xe[0,+c[ ; f(x) < g(x) <1]

La Question: 1) 1) b)

B f(x)<gx)<1
= f(x)-1<g(x)—1<0

f(x)—lsg(XJ*150

x>0
X X
=  lim (f(x)—f(U)) < im (Q(XJ —9(0)) 4B
x—=07F x—0 x—0* x—0

= Fig= i, (g(xi - g(O)) _—

—  0< lim (M)SO
x—0

x—=07%

— g (w)=o

x—=0t x—0

g est dérivable a droite en 0
94(0) =0

La Question : Il) 2) a)

Rappel :

Al primitive @ sur I
X
Vxel ; o(x) =f f)dt
a

@(a) =0
vxel ; ¢ (x)=f(x)

f cont surl
ael

=

On a f estcontinue sur [0,+o[ ef 0€ [0, +oo]
Donc 3! primitive ¢ sur [0,+oo| telle que :

{szo ;@) =[5 f(Odt et @(0)=0

V=0 : ¢ (x)=f
1r* 1
Qg § g(x)=;fﬂ Fe)de =~ 4o(x)=@

Les fonctions x +— @(x) et x — x sont dérivables
sur ]0,+o[ . Donc g est dérivable aussi.

Vx>0 ; g’(x)=(@)
X9 ()= ()
=—
_xf(x) — o(x)
=——
) 1(ep®)
T ox x\ «x
f(x)

1 1
=—— 7)) =2 (f® -9®)

X
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La Question : 1) 3)

x>0 = fx)<g@) ; selon[H][][a]
= (fG-gx)<o0
= (f)-g@) <0
= g®<o
= g est \ sur ]0,+oo]

La Question : 1l) 4) a)

Soient x>1 et 1<t<x.

Arctant m

m
O<Arctant<—- = 0I<—mm<—
2 t 2t

* Arctant T
=5 o<f( t )dt<§[lnlt|]f
1

mlnx

= 0<J‘1xf(t)dt< >
)

(In x)
x
X Moo

[o] [0]

ST

= 0<1fxf(t)dr<
xJq

1 X
= 0<—j ft)dt <
X Jq

ST

X + oo

A

1 X
= x!_l’l'-Elm; 1f(*.:)caftzo

0<t<1 = fOSfO<fO) ; car fN

= ISfO<1

i
< dt <1
<f0f(c) t<

= H<1J‘1 tdt<1
4x_x0f() T x

. L _
= xll‘l’m(;J; f(t)dt)—o

li = li L d
= xgrpmg(x)—xltpm(zj; f@® t)

= lim 1flf(::)dr 4+ lim ifxf(r).:ir
x—+o0 \ X 0 X—4oo \ X 1
=0+0=[0]

La Troisieme partie

La Question : 111) 1)

La fonction ¢(x) = g(x) —x est confinue sur [0,1].
p(0)=9g(0)-0=1>0

1
o) =g -1= [ f@d-1<0

0

Ainsi : @(0)-(1) <0
Donc d'aprés le TVI Jael01] ; el@)=0
Ouencore : 3a€e|01] ; gla) =«a

a est unique car ¢ est strictement décroissante
sur [0,1] . c'est trés facile & démontrer.

La Question : 1ll) 2) a)

X
soit x € [0,+0] = 5 < Arctanx < x
x=+1
1 Arctan x
= < <1
x2+1 X
—Arctan x =
= -1 <
X x2+1
Arctan x
= 0£f1l—-——<1-
X x2+1
2
= 0<1- <
- f(x)*x?—+1
La Question : 111) 2) b)
0<1- () <
" - fix “xZ4+1
=% ] & —FE) L
- f(x)_x2+1
= < <
Fpi~iwsl

= J:(le_i_l)dtsfo(x)dtSLxldt

X
= ArctanxSff(x)dth
0

1 X
= f(x) S;L fx)dt<1

= f) =g <1

2

= 0=gW-f@ ST
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-— 1?1.
0< 9&) % f&) < 1 fxz B |u,—al < (E) lug — al
gx) —f(x) x 1 1\" 1\"
B o . AP T
= |lg@l<s ;
g @)l<3 [0] [0]

= lim(u, —a) =0
La Question : Ill) 3) a) "

= lim(u,) =«
g est une fonction confinue et dérivable sur[a ; u,]

donc, d'apres le TAF, On conclut que : = (u,) converge vers a
g(un) - Q(UC) — !(C)
U, — g

g (©| S%

.g(un) _g(a') _ |
U, —a
1
= |upy —al <3 lu, — al

La Question : Ill) 3) b)

Soit (B) + luy —al < (3) lup—al

Pour n=0 .D'ou (Py) estvraie.
Soit ne N fixé ef tel que (P,) soit vraie.

n
(B,) est vraie = |u,—a|< (_) lug — al

2
l n+1
= - |u,—a S(—) Uy —a
= ]un+1_a|55|un_a|5(§) lup —
n+1
= lwa-as(3) -

= (P,4,) est vraie

(Py) vraie
(Pn) = (Pn-i-l) ; VneN

n

1
= |VvneN: |u,n—a|s(§) lug — al
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