Le Premier Exercice

La Question: 1)

E est une partie non vide de M3(R) car c'est
I'ensemble des matrices carrées d'ordre 3 qui
s'écrivent sous la forme M(a, b) définie dans
I'énoncé. La matrice 0 est un élément de E car
0 = M(0,0) et (0,0) € R? .

soient M(a, b) et M(c,d) deux éléments de E

a b -b c d -—d
M(a,b)—M(c,d)=<O 0 O)—(O 0 0)

b —a a d —c ¢
a—c b—d —(b-d)
=( 0 0 0 )
b—-d) —(a—c) (a—-0)
=M(a—c ; b—d)€eE car (Z:;)GIRZ

Alors d'aprées la caractérisation des sous-groupes
on en déduit que (E, +) est bien un sous groupe de
(M3(R),+) .

La Question: 2
Soient M(a,b) et M(c,d) deux matrices de E,

M(a,b) TM(c,d) = M(a,b) x A X M(c,d)

a b -b 1 0 0 c d -—d
=( 0 O)X(l 1 O)X(O 0 0)
b —a a 1 1 1 d —c ¢

a 0 -b c d -—d
=(0 0 0>x(0 0 O)
b 0 a d —-c ¢

(ac—bd) (ad+bc) —(ad+ bc)
= ( 0 0 0 )

o

(ad + bc) —(ac—bd) (ac—bd)

=M(ac—bd ; ad + bc) e E (%)
car (ac—bd)eR et (ad + bc) e R

Ainsi T est une loi de composition interne dans E.
C’est-a-dire que E est une partie stable dans
(M3(R),T)

La Question: 3) a)

@ : (C,xX) — (E°T)
a+ib — M(a,b)

Soient (a + ib) et (¢ + id) deux nombres complexes
non-nuls :

@((a +ib) x (c + id)) = ¢((ac — bd) + i(ad + bc))
= M(ac — bd ; ad + bc)
=M(a,b) TM(c,d) ; selon ()

Ainsi ¢ est un homomorphisme de (C*,x) dans (E*,T)
En plus ; ¢ est une bijection carI'équation

¢(x + iy) = M(a, b) admet une seule solution dans C*
et c'est (a + ib) avec M(a, b) est un é€lément donné
dans E* . En d'autres termes :

(VM(a,b)eE) @'x+iyeC’) : o(x+iy)=M(a,b) .
Donc la bijectivité de ¢ nous assure |'écriture :
(C)=E".

La Question: 3) b)

Comme ¢ est un homomorphisme et comme (C*, %)
est un groupe ; alors (¢(C*),T) est un groupe aussi.
C'est-a-dire que (E*,T) est un groupe.

(1 + 0i) est I'élément neutre dans (C*,x)

alors M(1,0) sera |'élément neutre dans (E*,T)
Remarque 1) : 'homomorphisme des groupes
conserve la structure algébrique des groupes.
Remarque 2) : ¢ est définie de C* dans E* mais pas
dans E parce que I'élément 0 = M(0,0) n'est pas
inversible dans (E,T) .

M(0,0) TM(x,y) = M(0,0) = M(1,0)
M(x,y) TM(0,0) = M(0,0) # M(1,0)
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La Question : 4) a)

Soient M(a, b),M(c,d) et M(e, f) trois €léments de E

M(a,b)T(M(c,d) + M(e,f)) =M(a,b) TM(c+e;d +f)
=M(a(c+e)—b(d+f); ald+f)+b(c+e))
= M(ac + ae —bd — bf ; ad + af + bc + be)
Or : M(a,b)T M(c,d)+ M(a,b)T M(e, f)
= M(ac —bd ; ad + bc) + M(ae — bf ; af + be)
= M(ac — bd + ae — bf ; ad + bc + af + be)

Donc T1 est distributive par rapport & + & gauche.
La distributivité a droite est déduite via la
commutativité de Tdans E.

Finalement : T est distributive par rapport a + .

La Question: 4) b)

D'apreés les résultats trouvés ci-dessus, on écrit :
(E,+) est 1 groupe commutatif d élément neutre M (0,
(E\{M(0,0)};T) est un groupe
T est distributive par rapport a +

Donc d'apres la caractérisation des corps on en

déduit que (E, +,T) est un corps. De plus T est

commutative dans 1. Alors (E, +,T) est un corps

commutatif .

Le Deuxieme Exercice

La Premiere partie

La Question: 1) 1)

A=4(m+1+D?=8m? +mA +i) +1)
=4m? +2mA + i)+ A +)?) —-8m? + m(1 + i) + 1)
= 4m? + 8m(1 + i) + 4(2i) —8m? —8m(1 + i) — 8i
= —4m

= (2im)?

La Question: 1) 2)

2im+1+0)+2im (m+1DGE+1)
= 4 - 2

2m+1+i)—-2im mM+i)A-1iQ)
= 4 - 2

La Deuxieme partie
La Question: 11) 1) a)

im+)(1—-i) 2 im—-mi+i+1)+2
gy p1oEREDA=D 2 )

2 2 2
_im+m—-1+i+2 im+m+1+i
- 2 = 2

m+1D(+1)
=T=zl

e

La Question: 1I) 1) b)

Iy, — W 71— W

Ona : =
ZMZ—C() Zy — W

(LEml) ()

A-Dm+i) A+D
2 2

_@QA+Dm+D-1+10)
T A-Dm+D)-A+0D)

_(A+dm+1)-(1+1)
TA-Dm+i)-i(1-i)
(@ +d(m)
C(A-dm)

14

Toif
_ @4P
T A-DA+0)

L

[\

=i

I
Ve

le—w %

Ainsi :

=6
ZMZ—(O

c'est-a-dire : (zy, —w) = ez (zy, — w) .
c-a-d que M; est'image de M, via la rotation R
de centre Q(w) et d'ongle% e

R%(9)= ) — (P)
M, (z) — My(z,)

La Question : 1l) 2) a)

ZMz—m_Zz—m

Ona : —
Zy,—m z3—m

(1-Dm+i) 2m
. Z 2
_<(1+i)(m+1)_2_m)
] 2

_ A-Dm+i)—2m
T (A+D(m+1)-2m

_m+i—im+1—2m
T m41l+im+i-2m

_—m—im+1+i
im—-m+14+i

_-m(1+D)+1(1+10)
T om@-1D-i(i-1)

_(A+DE=m+1)
T -Dm-D

- m= -G=)
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La Question : 1l) 2) b)

On part du fait que les points M, M; et M, sont
colinéaires

= 3keR; MM,
= 3keR; (zu,

=k'MM1
_ZM) =k'(ZM1 —Zm)

Ziap: 7
= 3JkeR; (u)zke[}%
ZMl_ZM

Zz—m
— Jm( )=0

~ m(G=D)-0

( x+Ly 1) ;
= Imli =0; m=x+1iy
X+iy—i
Ix—y =
=5 ( ) 0
"\ Fiy -1
(ix—y—-Dx—-iy—i)
= 7 =0
m( X%+ (y —1)°
.2 .2 . .
ix“+xy—x—xy+iy“—iy—ix—y+1
= 7m< B —1IF )
= x?+y’—y—x=0
= (2 1 1+(2 +1) Ly
ETATE TR T TR T
= () +(-3) =3
g2 "Vl To

— (-2 62 (D)

2
: \/2) 14
o ; e
= |MI| (2 ; avec 1(2,2)

AB\?
= |MI|? = (7) ; avec I = milieu[AB]

La Question: 1l) 2) ¢)

Les 4 points sont circulaires si : premieérement M
n'appartient pas au cercle (') et deuxiemement

si (b, ;) = (MM, MMy ) [] .

=0

Zm, — 20\ _ ZMy; — Zm
= arg|———— | =arg|———|[n]
ZMm, — 20 ZM, — ZM
Zy, — Z Zy. — Z
=¥ arg(M)—arg(M)EO[n]
ZM, — 20 ZM, — ZM
Zy, — Z Zy, — Z
= arg[( s Q):( M1 M)] =0 [n]
ZMZ—ZQ ZMZ—ZM
Zi — W\ [(Z4—m
= G=u):G=m) ®
Zy — W Zy; —m

= (i);(M) e R

m-—i
m—i
=>( )eIR{
m-—1

m-—i
= Zm(—)=0
m-—1

x+iy—i
s (Y
X+iy—1
x+iy—-dx—-iy—1)
=% =0
m( (x—1)*+y?
x2—x—ixy+ixy—iy+y*—ix+i—y
Im =0
(x—1)a+y*

= —y—x+1=0
= x+y=1
= Me):x+y=1

Cherchons maintenant les points d'intersection
entre (I') et (A) en résolvant le systeme suivant :

x+y=1

-2 6-y -3

{oubienx=0 =y=1
oubien x=1=y=0

e Q)nIM={0O1; 1L0)}

Finalement : I'ensemble E des points M pour que
O, M, M, et M, soient circulaires est la droite

(A) : x + y = 1 privée des points (1,0) et (0,1) .
Autrement-dit : E = (A)\{(0,1); (1,0)} = (A)\{B; A}
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Le Troisieme EXxercice

La Question: 1) a)

On considére dans N?* |'équation suivante :
[px + yP~1 = 2017| . soit (x,y) une solution.
Ona: px+yPl—p=px-1)+yP71.

(x,y)eN?>* = x>1 et y>0
= (x=-1)=20et y>0
= p(x—1)=0et y»"1>0carp=>5
= px—-1D+y?1>0
= px+yP1—p>0
= px+yPl1>p
= 2017 >p

La Question: 1) b)

Par I'absurde, on suppose que p divise y.
Alors : (3keN*) ; y=kp

px + (kp)P~1 = 2017
px + kP~ 1pP~1 = 2017
px + (kP~1pP~2p) = 2017

p(x + kP~1pP=2) = 2017
pelP
5<p<2017

LA

p/2017; avec{

: p 1
= p/2017; avec[p;tzor/.
= absurde

= p ne divise pas y

Remarque : on peut aisément montrer que
(x+ kP~ 1pP=2)eN* car x>0 et k>0 et p>5.

La Question: 1) c)

C'est le moment idéal pour faire appel au petit
théoreme de Fermat.

pePt

g1 = a1t =1[p].

Rappel :

Ona:pAy=1,carpnedivise pasydonc y#p .

Donc d'apres le petit théoréme de Fermat , on
écrit: y?~1 = 1[p] . Si y = 1 alors ca marche aussi.
Ona px +yP~1 =2017

c-a-d : px+ (P71 —1) =2016 .

p/px -
comme L alors x +yP~t —1

p/(yp s LFE 1) P/(P 3% )
D'ou: p/2016

La Question: 1) d)

p/2016 = p/(2° x3%x7)
= pe{2;3;7}
= pe{7}; carp=5
= p=7

La Question: 2)

On a d'apres les résultats de la question 1) :

si (x,y) est solution de PX +yP—1 = 2017, alors p=7.
Donc il est clair que sip # 7 alors I'équation
n'admet pas de solutions dans N2* .

L'équation devient : 7x + y® = 2017 ; (x,y) e N**

(x,y)eN>* = x>0 et y>0
7x >0 et y>0

0<2017-7x <2017
0<y®<2017

1
0<y<2017¢
0<y<355
yefl;2;3}

Ly il

7x +1=2017
2016
===

bt
I
l

= x 288

y=2 = 7x+2°=2017

2017 — 2°
= X = m———— 279
7
y=73 = Tx+$3%=72017
2017 — 36
= x=T=

Inversement : On vérifie aisément que les couples
(288,1) , (279,2) et (184,3) vérifient-bien |I'équation
7x +y® = 2017 . Finalement : I'ensemble des
solutions de cet équation est défini explicitement
par: § ={(288,1); (279,2); (184,3) }
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Le Quatrieme Exercice

La Premiere partie

La Question: 1) 1) a)

1 St
. iy 1w - T . _ t
le%L fla)y= xll.%k (1 - x) ex = lim (1—t)e

t=—

Y

= [l_i.r_noo(ef —tet)
=0t—0"=0
= f(0)

Ainsi : f est continue en 0 a droite

La Question: 1) 1) b)

=1
lim —(1 +-’1E) =

x-0* b

lim

x-0% x—0

(f x)-f (0))

1 Iy =1
= lim —(1 +—)ex
x-0*t Xx X

= lim, —t(1—t)et
-1

t=—

X
s tEg]m(—tet + t2et)
= lim (—te') + lim 4(£e%)2
t—>—00 to—o  \2
- tl_i)r_nw(—tet) + 4uug1w(ue”)2
iy
=—0"+4(07)2=0¢eR

Donc f est dérivable & droite en 0 et £,(0) = 0

La Question: 1) 1) c¢)

Comme x +— % est dérivable sur |0, +oo|
alors x +— (1 + i) est aussi dérivable sur 0, +oo .

comme x +— _—1 est dérivable sur ]0, +oo[ ef x +— e*
-1

et aussi derlvoble sur]0,+wo[etvx>0; ex >0

Alors x +— e« es’r dérivables sur 10, +oo[ .

comme x +— (1 + x) est dérivable sur |0, +oo[ ,
-1
et comme x — e~ est dérivable sur |0, +oo[ alors le

produit est dérivable aussi sur |0, +oo] .

-1
ainsi x — (1 + %) ex est dérivable sur 0, +oo[ .
soit x € ]0,+oo] :

-1 -1 1 -1 1
761’ +x—2€x (1+—)
1 = 1
——-z-ex( 1+1+)

X

1 =t
_Fex

La Question: 1) 2) a)

lim f(x) = 11m (1 +%)e_71

x—+0w
= lim (1 + t)e :
¢ 01+( )

t=—

=1 £ e =1

La droite d’équation y = 1 est une asymptote
horizontale & (€;) au voisinage de + .

La Question: 1) 2) b)

' __l r
Comme f (x) =%ex alors vx>0; f(x)>0
donc f est strictement croissante sur |0, +oo| .

x 0 +o0
f'x) +
1
f
0

La Question: 1) 3) a)

& —3x°+xt =
e x*(1-3x)=0
i {oubienx=0
oubien (1—-3x) =0
© (1-3x)=0; carx>0
© (1-3x)=0;
1
=

x=§

carx >0

Badr Eddine Fl Fatihi - OQuarzazate - 00212660344136 - www.professaurbadr. bloaspot.com - session normale 2017 - la paae " 263



Donc le point (% ;0,2) est un point d'inflexion pour | La Question : 1l) 2) c)

la courbe (€) . il suffit de remarquer que :

La Question: ) 3) b) s - . sy j =
(xeT) = 1-e7+(eT) R=ew €%
X
J’ 1 -1
= (1 + —) ex
X
n ¢ = f(x)
\ g g 1 P
s | x Donc : fx)dx = f 1 +—> ex dx
3 0 0 X
\ 1 _l |
= f (x e_> dx
0
La Deuxiéme partie P '
[ o)
La Question : Il) 1) 52 1
S
Rappel : Si f est confinuesurl et ael. 0
alors f admet des primitives sur l'intervalle 1. = i £ - 3 £(0)
En particulier f admet une primitive ¢ qui s'annule 1+1 0+1
en a telle que : 1
=>f

vxel ; @(x) =fxf(t) dt ; ¢(a)=0
; ;S 1 I O
vxel ; ¢ (x) = f(x) =-2—(1+I)e1 =e

Dans cet exercice, f est continue sur I'intervalle

10, +oo[ et 1 €]0,+0oo[ . Alors f admet une primitive ¢ L et v B

vxe]0, +oof ; @(x) = [ f(t)dt = —F(x) 2 2
telle que o(1) = 0 1 A =J’ If ()] dt =f f(t)dt
et ¢ est dérivable sur ]0,4o[ ; ¢ (x) = f(x) . 0 g 0 .
Donc F est continue sur 0, +oo . — f £(t)dt _f F(t)dt
0 2

La Question : 1l) 2) a)

1
=e1- (e‘1 -2 eT)

fxl (%)ae= | ( m) %) = (2¢7) =
t et]1 fl 1 =(2€—Tl)(26m)x(26m)
x fee%)

t: — etdt
-1
2

0]
(3}

Cm

1 —

—xex t

f DL
1
—xex f —et
X
La Question : 11) 2) b)
1 1 __1 1 .__1 11 __1
f(1+—)etdt=f (ez)dt+f —(et)dt
X t S 4 X t
oxed - [ (o) [ o) a
— —_ X — pe—1 ——
e X e 2 t e g t e

-1
—xex ; x>0

—

=e
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La Question : 1l) 4) a)

La fonction f est une fonction continue sur |0, +oo[
et 1€]0,+oo[ . Alors f admet une primitive ¢ qui
s'annule en 1 définie comme suit :

o) = [} f(©) dt = —F (x)

(1) =0 . Alors pour tout n dans N*

¢ () = f(x) [ ]
. . | @ est continue sur [n,n+ 2
aRpRlisnl; @ est dérivable sur |n,n+2[ °
Ainsi d'apres le théoreme des accroissements finis
appliqué a ¢ sur [n,n+ 2] on écrit:

. L emt)-p(m) _
vn=0; v, eln,n+2[; ina W (v,)
c-a-d: Fm)—F(n+2)=2f(v,) .
-1

c-a-d: u, = 2(1 +i)e3r7 :

Un

Finalement :
-1

vn=>0; v, eln,n+2[; u, =2(1+L)eﬁ :

Un

La Question : 1l) 4) b)

On a prouvé, dans la premiére partie , la
croissance de la fonction f sur ]0, 4+ . soit ne N*,

= Iy, eln,n+2[ ; u, =f(w,)
n<y,<n+2 = fW<f)<fm+2)carf 2
= 2f(n) <2f(v,) <2f(n+2)

2 1y, =1 5 1 sl
= 14— < < il +2
( +n)en Un ( +n+2)en

La Question : |l) 4) c)

noo

1x =1
lim2(1 +£)en =2(1+0)e =2

-1
)em =2(1+0)e =

21
)en+2

lim2 (1 +
nco

n+2

Y =l
= 2(1+—)en <un<2(1+
n n+2

/

2 2

Finalement : lim(u,) = 2
noo

La Troisieme partie

La Question : 1lI) 1) a)

Soit  la fonction numérique définie sur R* a valeurs

=1
dans Rt par: ¥(x) = e~ .il est clair que y est
continue et strictement croissante sur |0, +oo| .

car x>y = ;<—

=l . =t
= ex >eV

= Y >YP(Qy)

Donc y est une bijection de ]0, +[ a valeurs
dans ¥(]0,+oo[).

(10, +00[) = | lim $(@) 5 lim Y(@)| =101
Donc y est une bijection de |0, +o[ dans ]0,1] .

Y+ 10,400 — ]0,1]
x = P(x)
& (Vyelol]),3'xe]0,+eo[) = Ppx) =y
ou (Vxel0,+oo[), 3 yel01]) : p(x) =y
joliment (vneN*),(3! B, €]0,1[) : ¥(n) =B,

& (VneN*), 3! B, €]0,1]) : e_Tl=ﬁn ()

La fonction f est aussi une bijection de 0, +co[ &
valeurs dans ]0,1[ car elle est continue et elle est
strictement croissante sur |0, +oo| .

£+ 10,400 = 101

x — f(x)
c—a—-d: (Vyelol[), 3! xe€l0,+[) : y=f(x)
(pour B, €]0,1[), 3! a, €]0,+00[) : B, = f(ayp) (+*)

De (%) et (x¥) on conclut:

(vneN*),(3' a, > 0) : f(ay) = e__l

La Question : 1lI) 1) b)

SoitneN*c-a-d n>1

1
n+l1>n © ——<— ; passage al'inverse
n+1l n p g
-1 >—1 S )
— ; passage al'opposé
b p g pp

~1 -1
entl >en ; Expest 7 et bijection

f(@n+1) > f(ay) ; dapres1)a)

Ani1 >, ; f estbijective et 7

0

g 10710

(@p)n>1 estune suite 7
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La Question: I1I) 1) c)

ad § 1y =L =1
f(a,) =e o (1+—)e“n=en
an
1y =1 -1
= (1 +—)e“n =1n(e7)
an
1 =1 -1
=3 ln(l +—)+ln(ean)=ln(en)
an
1 -1

1
= ln(1+—)——=—
G/ a; n

La Question : 1ll) 2) a)

D'une part, On a:

1 1— (1% —t? i
REES -
1+t 14+t 14+¢

(pourt>0); t>?=>0et (1+t)>0
2

t 5 1
Donc : >0 D'ou: (_)_ =) >
t 1+t (=420

c-a-d: (%) =21-t) » (1)

1 A+)A-t+t?) -1
1—t+t? —( )=
( #69 1+t 1+t
t3
T 1+t

(pourt=0); t3>0 et (1+t)>0
3
Donc :

>0

1
D'oU: (1—- 2—(—)>
(1—=t+1t2) T >0

AMﬁ:u—t+t52(T%ﬁ > (2)

1
1—t<——<1—-t+t3[(Vt=0
4t~ ( )

Det(2) &

La Question : 1ll) 2) b)

Soit x>0, @ )<(1 )<u +x2)
A ’ X) S "I X X
= —xS( )—1S—x+x2
1+x

& f(—l)dxsf(ﬁ—l)dxsf(—x+xz)dx

Car la continuité est vérifiée.
2 2 3

= 1S—x+ln|1+x|§1+x—
2 2 3
—x? —x2  x3
=4 TS—x+ln(1+x)ST+?

La Question : 1ll) 3) a)

Alw

et >2

i
flay) =2 f(1) ; car flag) =e*
fA)=2e"

& a4 =1 ; festbijectiveet 7

On considere |la proposition suivante :
P(n) : ay, 21

Pourn=4,ona a4 =1.Donc P(n) est vérifiée.
Soitn = 4 et on suppose que a,, = 1.
Comme (a,),>1 est croissante ,
Alors @, 41 = @, = 1.Donc P(n + 1) est vérifiée.
Kipsi's P(4) est vraie

“|1P(n) >P(n+1);vn=4"
D'ou:vn=4: a,>1.

La Question : 1ll) 3) b)

On a d'apres la question 1)c) :

=1 1 =4
—+1In (1 +—) =—
an

1 3t 1.
= ]n(1+—)=——- w (%)
i) @y N

1
D'autrepart: a,21 & —=21>0

n

—1/1\° 1 1
= Tig) s=lz)+nltnc)
2
- 2 \a, 3\a;
Et cecid'apres 2)b) :
= ——1+i—l<_—l+L ; selon (*)
n~ 2a?  3ai’
. W Wie R
202~ n " 2af  3a}

o —2q2 -1+ o ZaZ(_1)< 2a? -
"\2ag 3ai)  \nJT T "“\2ad
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La Question : I1l) 3) ¢)

-2 =2
21 = —<1 = > —
n 3a, 3
= (1 2)>1 2
3a,/ 3
2 1
— (1— )2—
3a, 3
S 2a'21<1-d' &s 3)b
3= TR ; d apres 3)b)
1 Ral
= =< <1
3 n
n , M
= gSa,,SE,CaTn24>O

l
P
IA
"
ST

|
T
N
N

IA

:Q

it

+00

= lim(a,) =+
neoo

La Question : Ill) 3) d)

lim(a,) = +o
neoo

= lim (1 -
noo

2
= s = f ==
3an) 3(+0)

2 2a?
= (1— )S <

2 2a2 2a?
lim an\j: =limj "=\/lim ~=41=
neoo n noo n new N

1
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