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Chapitre 4

Réduction des matrices carrées

Dans tout ce chapitre K désigne R ou C et M, (K) désigne I'ensemble des matrices carrées
d’ordre n et & coefficients dans K.

4.1 Introduction

Dans plusieurs problémes mathématiques on est amené a calculer une puissance n°™¢ d’une
matrice carrée A. Pour rendre cette tache facile on procéde a une réduction. Autrement
dit, on cherche une matrice carrée B de méme ordre que A, semblable 4 A et qui contient le
maximum de zéros.

4.2 Vecteurs propres et valeurs propres

Définition 4.2.1 Soit ‘A € M,(K) et soit A € K. On dit que A est une valeur propre de

A sl existe un vecteur non nul de K* tel que Av = \v. Le vecteur v est appelé un vecteur

propre de A associé a la valeur propre A.

Proposition 4.2.1 Soit A € M,(K). Si A est une valeur propre de A alors [’ensemble
Ey={veK" : Av = \v}

est un sous-espace vectoriel de K*. On l'appelle sous-espace propre associé & la valeur propre

A.

Remarque 4.2.1 Le sous-espace vectoriel Ey est formé par le vecteur nul et les vecteurs
propres de A associ€s a \.

(9]
w
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10
=(42)

Soit B = (e1, e2) la base canonique de R?, il est clair que Aey = 2e5. Donc 2 est une valeur
propre de A et on a :
By, = {U: ( “; ) eR?: Av= 27}}

= (5)ex <o

= Vect {es} .
Proposition 4.2.2 Soit A € M,(K). On a les propriétés suivantes :

Exemple 4.2.1 Soit

m

1) 8i X est une valeur propre de A alors E) est stable par A, c’est-o-dire AEy C E\,
2) Deuz matrices semblables ont les mémes valeurs propres et les mémes sous-espaces propres,

3) Si Ay et Ay sont deux valeurs propres distinctes de A alors E\, N Ey, = {0gn}.

Le résultat suivant donne une propriété importante des vecteurs propres d'une matrice de

M, (K).

Théoréeme 4.2.1 Soit A € M,(K) et soient My, ..., \, des valeurs propres de A distinctes
deuz d deuz. Pouri € {1,...,p} soit B; une base de E\,. Alors By U---UB, est une famille
libre de K™.

Le résultat suivant donne un moyen pratique pour le calcul des valeurs propres dune matrice.

Théoréme 4.2.2 Soit A € M,(K),\ € K et soit I, la matrice identité d’ordre n. Les
propriétés suivantes sont équivalentes !

5

1) X est une valeur propre de A,
2) La matrice A — \I,, n’est pas inversible,

3) det(A — \,,) = 0.
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o

4.2, VECTEURS PROPRES ET VALEURS PROPRES

D’apres ce théoréme, A est une valeur propre d’une matrice A = (a;;)i<i j<n Si et seulement
si. elle est racine du polynome

| a1p — X @i 2 T A1n
‘ a9, Gog — X e a9.n
Py(X) =det(A - X1,,) = i
Qn,1 n 2 Tt Qi — X

Définition 4.2.2 Le polynome Pa(X) défini ci-dessus est appelé polynome caractéristique

1 -1
A;"(z 4 )

de la matrice A.

Exemple 4.2.2 Soit

; [t-X% =1 |
D ’ —
IA()\) o ‘ 2 4 ‘
= (1-X)4—-X)+2
= X?’-5X+6

(X —2)(X - 3)

A admet donc deux valeurs propres réelles Ay = 2 et Ay = 3.

Remarque 4.2.2 Soit A € M,(K), alors :
1) Po(X) est un polynome de K[(X| de degré n.
2) 8i Pa(X) = @ X" +ap 1 X" '+ -+ a1 X +a alors on a :

a, = (=1)", Gn-1 = (=1)*"'tr(A) et ap = det(A).

3) Deuz matrices semblables ont le méme polynome caractéristique.
4) SiK =R alors A admet au plus n valeurs propres qui sont les racines réelles de PA(X).

5) SiK = C alors A admet au moins une valeur propre.

i
A:(l —1)

Le polynéme caractéristique de A est Py(X) = X 2 4+ 1. Donc A n'admet aucune valeur
propre réelle. Par contre elle admet deux valeurs propres complezes i et —i.

Exemple 4.2.3 Soil
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Définition 4.2.3 Soit A € M,(K) et soit X € K une valeur propre de A. On appelle ordre
de A son ordre de multiplicité en tant que racine de Py(X). On parlera en particulier de
valeurs propres simples, doubles et triples.

5 —1
A""‘(] 3 )

On a Po(X) = (X — 4)? donc 2 est une valeur propre double de A.

Exemple 4.2.4 Soit

Remarque 4.2.3 Soit A € M,(R) et soit A € C\R une valeur propre de A. Alors \ est

ay
aussi une valeur propre de A et elle est de méme ordre que X. De plus st v = : el si
(o
a;
Pi= : alors on a :
Qi

vE B\ << 1€ E;.
En effet on a :

vEE, & Av=Xv

& Av= Mo
& Av = X\o (carA € M,(R))
& T E By

Exemple 4.2.5 Soit
I
A= ( L > € My(R).

A admet deux valeurs propres complexes simples et conjugués i et —1i.

E ={u= ( i ) € C? : Av=1iv}

Y
Ona:
. 2r — by = iz
Av=1iv & { ‘)‘/ .
T — 2y = iy

& = (2+dy

5 = {(#37%) 5uee)
Yy
< v {(29))
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9_s
~On oblient directement £_; = Vect {( < i ' )}

Proposition 4.2.3 Soit A € M, (K) et soit A une valeur propre de A d’ordre m. Alors on

a:
1 < dim(Ey) < m.

Remarque 4.2.4 Si X est une valeur propre simple de A alors dim(E,) = 1.

4.3 Théoreme de Cayley-Hamilton
Soit A € M,(K) et soit un polynoéme P(X) = ag + a1 X + - - + a, X? € K[X]. On note par
P(A) la matrice de M,(K) définie par

.P(/’l) - CL()[n s (1144 - O (L])APA

A7) G P9t A [ L 2 e BEAN =T e v O
Exemple 4.31) Si P=2 et A= ( 0 3) alors P(A) = 21, = (0 9 )

1 =1
9) Soit P(X) = -1 +2X +X2etA= |0 1 0 | AlorsP(A) = —Is + 24 + A% =
0 0 1
2 -4 0
0 2 0
0 0 2

Théoreme 4.3.1 (Théoréme de Cayley-Hamalton) Soit A € M, (K) et P4(X) son polynéme
caractéristique. Alors
P4(A) =0 ot 0 est la matrice nulle.

Remarque 4.3.1 On dira que la matrice A annule son polynome caractéristique.

Application au Calcul de I’inverse d’une matrice :  Soit la matrice
2 -1 -1
A= 1 0 -1
—1; 1 @ 2
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On attribue a X la valeur A dans (4.3) puis on dérive la relation (4.9) k — 1 fois et on

remplace X par A aprés chaque dériation. Ce processus nous donnera k équations linéaires

dont les wnconnues sont les coefficients de R(X). En Uappliquant pour toutes les valeurs
propres de A, on obtient un systéme linéaire a n équations et n variables. Les coefficients
de R(X) sont déterminés par la résolution de ce systéme. La matrice A™ est égale a R(A)
d’aprés le théoréeme de Cayley-Hamilton.

4.4 Diagonalisation

Définition 4.4.1 On dit gu’une matrice A € M, (K) est diagonale st elle est de la forme

d 0 .-+ 0
0 d --- 0
0 0 --- d,
oudy,...,d, € K.
10 1 0 0
Exemple 4.4.1 Les matrices . et 01 O sont diagonales.
L 0 0 1—¢

Remarque 4.4.1 Si A est diagonale alors pour tout m positif on a

a# 0 -+ 0

0 dp --- 0

A1n. s : : ;
0 0 --- dr

Définition 4.4.2 On dit qu'une matrice A € M,(K) est diagonalisable sur K sl existe une
matrice inversible P € M, (K) telle que P™*AP soit une matrice diagonale. Autrement dit
A est semblable a une matrice diagonale.

Remarque 4.4 Diagonaliser une matrice A revient a chercher une matrice P inversible
telle que la matrice D = P~YAP soit diagonale.

St D = P 'AP est une matrice diagonale alors les éléments de la diagonale de D sont
ezactement les valeurs propres de A. Plus précisement si A est une valeur propre d’ordre m
de A alors elle apparait m fois dans la diagonale de D. En effet si

g\ e 0

B TR
D=P'4AP= ; :
0 0 - d,
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alors on a :

PR =P = ldi = X)ld = X)) o sl = ),

Les deuz théorémes suivants donnent des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une
matrice A € M,(K) soit diagonalisable sur K.

Théoréme 4.4.1 Une matrice A € M,(K) est diagonalisable sur K si et seulement si le
K-espace vectoriel E = K" posséde une base formée uniquement de vecteurs propres de A.

Théoréme 4.4.2 Une matrice A € M,(K) est diagonalisable sur K si et seulement si elle
verifie les deux conditions suivantes :

1) Le polynome caractérisitque de A admet toutes ses racines dans K,

2) pour chaque valeur propre A d’ordre m, on ¢ dimFE, = m.
) A

Remarque 4.4.3 Pour qu’une matrice A € M,(C) soit diagonalisable sur C il suffit que
A vérifie la deuziéeme condition du théroéme précédent puisque la premiére condition est
toujours verifiée.

Exemple 4.4.2 Soit

3 2.
A=| -1 0 0 | € My(R).
0 0 1

3%k 2 0
-1 =X 0
0 0 1—-X
= (1=X)(38-X)(=X)+2)
(1 —X)}X*—3X +2)
= (I1=XP2—X)

24(X)

il

A admet deuz valeurs propres réelles : \y = 1 (double) et Xy = 2 (simple).

x
T = Bl Y eR® Av=n
2
T
= Yy (= RB Yy = —x
1 0
= Vect —1 ,1 0
0 1
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On a dimFE; = 2 et dimEy; = 1. Donc les conditions du théoréme 4.4.2 sont vérifices et A
est diagonalisable sur R.

Corollaire 4.4.1 Si une matrice A € M,(K) posséde n valeurs propres distinctes deuzx a
deuz dans K alors A est diagonalisable sur K.

Démonstration. Py(X ) admet n racines simples deuxr a deux distinctes Ay A € K.
Donc

P = 1R =) o (2 — ),

La premuére condition du théoréme 4.4.2 est vérifice. D’autre part la proposition 4.2.3 en-

traine
dimEy, =1 Vie{l,...,n}.
Par suite A est diagonalisable d’aprés le théoréme {./.2. kS
Exemple 4.4.3 Soit
0 1 0
A=| -2 0 2
0 -1 0
On a
-X 1 0
X -2 =X 2
0 -1 -X
-X 1 0
= 0 -X 2
-X -1 -X
-X 1 0
= 0 -X 2
0 -2 -X
= —X(X?+4).

o 51 K =R, la premiére condition du théoréme J.4.2 n’est pas vérifiée. Donc A n'est pas
diagonalisable sur R.

o 51 K = C alors Py(X) = —X(X + 2i)(X — 2i) et A admet trois valeurs propres
complezes distinctes deur d deuz 0,2i et —2i. Donc A est diagonalisable sur C d ‘apres
le dernier corollaire.

Page 9
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4.5 Algorithme de diagonalisation

Soit B. = (ey,...,e,) la base canonique du K-espace vectoriel K" et soit A € M,(K). Pour
étudier la diagonalisation de A on suil les étapes suwantes :

Etape 1 : On calcule PA(X).

o Si l'une des racines de P,(X) n’est pas dans K alors A n'est pas diagonalisable sur K.

o $i toutes les racines de Py(X) sont dans K on passe a l'étape suvanie.

Etape 2 : Soient Ay, ..., A, les racines de Pa(X) dans K, deux a deux distinctes et soient

my, ..., my, leurs ordres respectifs. Pour chaque valeur propre A; on détermine le sous-espace
propre Ey. et une base B; de ce sous-espace.

Etape 3 : Pour chaque valeur propre \; on compare son ordre et dimFE)y, .
q A

o S’il existei € {1,..., p} tel que dimEy, # m; alors A n'est pas diagonalisable sur K.

o Si pour tout i € {1,...,p} on a dimE = m; alors A est diagonalisable sur K. On
passe alors a l'étape suivante.

Etape 4 : La famille B = By U---U B, est une base de K™ formée de vecteurs propres
de A. Si P est la matrice de passage de B. a B alors la matrice D = P~ 'AP est une
matrice diagonale semblable a A. Chaque valeur propre \i apparait m; fois dans la diagonale
principale de D.

Remarque 4.5.1 L’ordre des valeurs propres dans la diagonale de D est compatible avec

celui des vecteurs propres dans la base B.

1
24(X) = X*+ L.

Il est clair que A n'est pas diagonalisable sur R. Comme A admet deuz valeurs propres
complezes distinctes i et —i alors elle est diagonalisable sur C. Soit E = C* et B, = (e, ¢2)

-(3)ee oo
= {<;>ec2 : xz(i-‘l):l/}
()

-1 =2
Exemple 4.5.1 Soit A= ( 1 ) On a

sa base canonique.

Il

E,
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Soit v) = ( ' I : ) et vy = ( o ; : ) Donce

E_; = Vect{ws}.

La famille B = {vy, vy} est une base de E formée de vecteurs propres de A.

i—1 —i—1 o .
Y < : ¢ ) la matrice de passage de B, a B. La matrice

1 1
. p-—1 oh /, U
D=P AP = ( i )

est une matrice diagonale semblable a A.

Exemple 4.5.2 Soit

o N

it
== N
— N =
DO

Soit B =R et B. = (e1,ea,€3) sa base canonique.

2-X 1 1
Py(X) = 1 2—-X 1
1 1 2-X
1-X 1 1
= | X-12-X 1
0 1 2-X
| 1 1 1 )

= (1-X)| -1 2-X 1
| 0 T ;\"‘

11 I
= (1—-X)|0 3—-x 2

B 1 -
= (1=X)3—~X)2- X =12)

= [1-X)(X*~5X+4)
(1-X)*(4-X)

63

Page 11

l 4 el (3 b cilsia




http://www.rapideway.com/vb Chapitre 4: Réduction des matrices carrées - Algébre semestre 2-SMPC

64 CHAPITRE 4. REDUCTION DES MATRICES CARREES

M\ = 1 est une valeur propre double de A et Ay = 4 est une valeur propre simple de A.

E, = {v=|uy |eR® : Av=v
T
~ Y eR® :z+y+2=0
T
= Y eR® :z,yeR
-z —y
1 0
— Vect 0 : 1
—1 -1
= Vect{wvy,va}.
m P
By = v=|y | eR® : Av=4

2
= T . xeR
x

1
i
0
-+
S
=

Les deuz conditions du théoréme 4.4.2 sont vérifiées donc A est diagonalisable sur R.
4 , :
La famille B = (v1,v9,v3) est une base de E formée de vecteur propres de A. Soit

1 0 1
p=] 0 1 1
L

la matrice de passage de B, a B. La matrice

100
D=PM"AP=1| 01 0
00 4

est une matrice diagonale semblable a A.
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4.6 Applications
4.6.1 Calcul des puissances d’'une matrice diagonalisable

Soit A € M, (K) une matrice diagonalisable sur K et soit P € M,(K) une matrice inversible
telle que

A0 - 0
1 8 Xy o D
)= RaCAT— )
(RO A
est wne matrice diagonale. Alors on a pour tout m € N* :
A e D
S g A7 - @
AT SR RE e g ec RS — ; 2 ,
0 0 .- AR

Exemple 4.6.1 Soit

A=

= = DD
L S A
DD =

On a vu que A est diagonalisable sur R et que

1 00 IR
D=P'AP=1{ 0 1 0 avec P = G i 4
0 0 4 v T ]

Alors on a pour tout m € N* :
Am il P[ mP» 1.

Calculons P~. On a :

V1 = €] =269
Vg = Eot=Eq
U3, =i £ == €9 + €3
Donc
e = 5(.2[)1 = Algis (;3)
e2 = 3(—v1+2v; — vs)
ez = %(7/1 + vy + v3)
el on a !
1 2 -1 -1
P 1:% -1 2 -1
: -1 -1 =1
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Il $’ensuit que

CHAPITRE 4. REDUCTION DES MATRICES CARREES

1 I ] 1 0 0 9N = =1
A" = 3 H - ke 0:1%.0 han )

S\ -1 -1 1 0 0 4™ -1 -1 -1
| BRI 2 -1 -1

= = 0 1 =T
’ -1 -1 4™ i el ]
1 244" —-14+4™ —144™

= = — A AT
TN —1+4™ —144™ 2447

4.6.2 Résolution d’un systeme différentiel homogene

La méthode de résolution est inspirée de l’exemple suivant :

Exemple 4.6.2 Soit le systeme différentiel

Yy = 2n+y+us
¥y = Y+ 2y +ys (4.4)
vy = Y1+ Y2+ 2y

ot Yy, Yo, Y3 Sont des fonctions inconnues de classe C' sur R. Pour résoudre ce systéme on

Y Y
pose Y = | o et Y = | vy |. Alors le systéme (/.4) est équivalent a Y' = AY o
Ys Y
201 1
A= 1 2 1 |. On a vu que A est diagonalisable sur R et que
il ik a
1 0 0 | 0
D=P-AP=1 051 0 awece P=| 0 1 1
0 0 4 -1 =1 1
<1
On poseY = PZ ou Z = 2y (21, 29, 23 sont les nowvelles fonctions inconnues).
z3

Page 14
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1/1/']‘,\’ ol a
(14) & Y' =AY
& PZ'=(PDP)PZ
SN Z =%

- / = o
2y = 2]
&> 7/2 = 29
o — P
= 2y = 4z
2y = 11161
& 29 = cyét ou ¢y, ¢z, ¢c3 € R.
2 = czet
Comme Y = PZ alors on a :
- - -~ _— ol t » l:
r 75 21+ 23 = cre! + cze
L 7 . _— - L - 5 o~
Yy = 2+ 23 = CHe~ (vg('“ 0t 1, ¢, ¢3 € R.
Y3 = —2p—2+23 = —ciet —caet + eyt
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