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Chapitre 1

Résolution des systémes linéaires

Dans tout ce chapitre, la lettre K désigne le corps des réels R ou celui des complexes C.

1.1 Meéthode de Gauss

Définition 1.1.1 Une équation linéaire en les variables zy,x9, ..., 2, a coefficients dans
K est une relation de la forme
a1Ty + sy + a3y + -+ + ApZ, = d

ol les scalaires ay, ..., a,,d sont des éléments de K. Le scalaire d est le terme constant

S1
: S2 ; : . :
de l’équation. Un n-uplet . € K" est une solution de celte équation si la relation
S
a8y + ag82 + ... + a,s, = d est vérifiée.

Définition 1.1.2 Sowent m,n deuz entiers positifs. Un systéme linéaire a coefficients dans
K est la donnée de m équations linéaires en n variables, a coefficients dans K :

a1 + @122 + - 4+ GaZTn = di
1Ty + G22%2 -+ -0 A+ GoaT, = d
. (1.1)
Am, 1T + QAmaTy + - + QmnZTn = drn
5]
82 ! : . ;
Le n-uplet . € K" est une solution de ce systéme s’il est solution de toutes ses
Sn
équations.
5
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6 CHAPITRE 1. RESOLUTION DES SYSTEMES LINEAIRES

Remarque 1.1.1 Les variables d’un systéme linéaire s’appellent aussi les inconnues du
systeme.

Résoudre un systéme linéaire c’est déterminer I’ensemble de ses solutions.

La méthode de Gauss permet de transformer le systéme en un autre systéme qui a les
mémes solutions et qui est facile a résoudre.

Théoreme 1.1.1 (Méthode de Gauss) Si un systéme linéaire est transformé en un autre
par l'une des opérations susvantes :

1. une équation est échangée avec une autre

9. une équation est multipliée par une constante non nulle

3. une équation est remplacée par la somme d’elle méme et une autre équation multipliée
par une constante non nulle

alors les deuz systémes ont les mémes solutions. On dira alors que les deuz systémes sont
équivalents.

Définition 1.1.3 Les trois transformations du théoréme 1.1.1 s’appellent les transforma-
tions élémentaires, ou les transformations de Gauss.

Pour des raisons de simplicité on utilise la représentation matricielle d’un systéme
lindaire. Le systéme linéaire (1.1) est représenté par la matrice augmentée

a1 a2 o e | &
azy1 Gg2 - Q2n | do

. : . ; I (1.2)
m,1 am2 *°° Am.n | dm

Etant donné un systéme linéaire, On parle d’équation ou de ligne et on note la 7eme ligne
par ¢;.

Exemple 1.1.1 Appliquons la méthode de Gauss au systeme suivant :
2 + 6y — 4z = 4 &
3z + 1lly — 22 = 8 £ (13)
50 + 16y — 7z = 12 {3

La matrice augmentée de ce systeme est

2 6 -4 | 4 4
311 —2 | & 0y
5 16 -7 | 12 A

l ) (b il
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On multiplie la premiére ligne par %, on obtient

1 3 -2 | 2 o
3 11 -2 | 8 ly
5 16 ~7 | 12 ly

On remplace £y par €y — 3¢, et on remplace 3 par €5 — 5¢y, ce qui donne

W3 ~2 | 2
02 4 | 2 3¢
01 8 | 2 €y — 56

On multiplie la deuziéme ligne du systéme obtenu par % et on retranche son opposé de la

troisieme ligne, on aura

13 =2 [ 2
1

0 9=l % 2 (1.4)
00 1 |1 b =Ll
Le systeme correspondant a cette représentation matricielle est
r + 3y — 2% =)
A 22 =11
z =1
La solution est maintenant facile & calculer. La troisiéme ligne montre que z = 1. On
substitue le résultat dans la deuziéme ligne et on oblient y = —1 et finalement on oblient
z=1.
Etudions un autre exemple
Bxemple 1.1.2 Sout le systéme
2c — 2y + 2z = 0 £
20 + 2y + -2z = 0 &
y — 2z = 2 ¥

2 2 -2 | 0 &)
0 1 -1 | 2 Uy
On remplace €y par by — €y, ce qui donne
2 -2 2 | O
0 4 4 | 0
0 10 =11 2 b2 =4

l A8 ) 31k cilaiia Page 4
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On multiplie la deuziéme ligne du systéme obtenu par 1‘ et on retranche son opposé de la
troisieme ligne, on aura

2 -2 2 |0

01 =& |0 0

08 0 -G 2 ly —
Le systéme correspondant a cette représentation matricielle est

2r — 2y +2z = 0
Pue= Itk
0 = 2

La troisiéeme équation est contradictoire et donc le systéme n’admet pas de solutions.

Dans un systeme linéaire, on peut avoir plus d’équations que d’inconnues ou moins d’équations
que d’inconnues.

Exemple 1.1.3 Le systéme

2r 4+ 4y = -4
z — 3y = 3
-z + 2y = =2

a trois équations et deux inconnues. Appliquons la méthode de Gauss a ce systéme.

La matrice augmentée du systeme est comme suit :

2 4 | —4 4
1 -3 | 3 s
-1 2 | =2 /y
On multiplie la premiére ligne par 1/2 :
1 2 =9 2
1 -3 | 3 2
-1 2 | =2 Uy
On remplace €y par €y — €y et on remplace €3 par €3 + £, :
1 2 | =2
0 -5 | 5 ly — €
0 4 | —4 b3+ 4y

1

On mdltz'plz'e ¢y par ¢ et €3 par —% 2

) ] 2 ks
S A lg
o =% 189 —1p,

l 4 pal) (3 b cilsita
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1.1. METHODE DE GAUSS

La troisiéme équation du systéme correspondant est équivalente a la deuzieme équation.
On dit qu’elle est redondante et on peut l’éliminer du systéme. Notre systéme est transformé

en ce qui suit :
r 4 2y
—Y

On obtient doncy = —1 et z = 0.

-2
1

Il

Il

Un systeme linéaire peut avoir une infinité de solutions comme le montre l'exemple

suivant :

Exemple 1.1.4 Soit le systéme

2r — 2y + 2z + w = 1
20 + 2y — 22 — w = 0
T — g =]
La matrice augmentée associée est
20 =20 268 SIS (2
2 2 -2 -1 1|0 4y
1 1 -1 1 | 1 4y
1 -1 1 1/2 | 1/2 %é’l
1 1 -1 -1/2 | O 5o
1 1 -1 1 I s
1 R B G 0,
0 2 -2 -1 | -1/2 ly — ¢
0 2 -2 1/2 | 1/2 l3 — £
1o =1 1 D] /D
0 1 -1 -1/2 | -1/4 72
ORGSO/ 2| 1 £y —C,

Le systéme correspondant a cette représentation matricielle est

L=y

;‘211):%
+y - 2z — 3
¥ 3

2

N

w
=l
1/4

z+1/12 2 eK

L’ensemble des solutions du systéme est égal a l’ensemble 2
2/3
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10 CHAPITRE 1. RESOLUTION DES SYSTEMES LINEAIRES

1.2 Ensemble des solutions d’un systéme linéaire

Définition 1.2.1 Dans un systéme linéaire, une équation est redondante si elle est le mul-
tiple d’'une autre équation. Une équation est contradictoire si elle est de la forme 0 = ¢, o
¢ est une constante non nulle. 4

Définition 1.2.2 Etant donné un systéme linéaire. Un ordre sur les variables du systéme
est un classement de ses wariables. Dans une équation, la premiere variable a coefficient
non nul est dite sa variable principale . Un systéme linéaire est dit en forme échelon si
ses équations, qui ne sont ni redondantes ni contradictowres, ont des variables principales
distinctes deux a deux.

Exemple 1.2.1 Regardons l'exemple 1.1.1 o1 on classe les variables selon lordre x,y, 2. La
variable x est la variable principale de toutes les équations du systéme en question, il n'est pas
en forme échelon. Par contre le systéme correspondant a la représentation matricielle (1.4)
est un systéme en forme échelon. La premiére équation (respectivement la deuziéme et la
troisiéme) admet la variable x (respectivement y et z) comme variable principale.

Théoreme 1.2.1 Soit S; un systéme de la forme (1.1). Alors par les transformations
élémentaires, le systéeme Sy se transforme en un systéme Sy en forme échelon.

Soit le systéme lindire & m équations en n variables :

41121 + Q19T + 0 4+ G, = d

21Z1 + @G0Tz + 0+ A% = do
S .

Am 1T A Am 2T i R S A nTn = dm

Le dernier théoreme dit qu’en appliquant des transformations élémentaires & S;, on obtient
un systéme linéaire Sy en forme échelon et qui admet les mémes solutions que S :

E,
Ey
152 < E.
0 = C1
0 = Con—r

\

ou Ey, Fs, ..., E, sont des équations linéaires de variables principales distinctes deux & deux
et ¢y,...,Cn_y sont des scalaires. On dit que S; est une forme échelon de S;.
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Théoréme 1.2.2 Soit S; un systéme linéaire et soit

E,
Ey
S E.
0 = C1
\ 0 == (’7".'“7'
une forme échelon de S,.
e Sil'un des scalaires cy, ..., Cp—, est non nul alors le systéme n’admet pas de solutions.
e Siles scalaires ¢y, . .., Cp—r sont tous nuls alors le systéme admet au moins une solution.
Exemple 1.2.2
TR -3z = 4 4
== YR 2z =5 (Q_
3z — y + 2z = 2 {4
T ' + 2 = 1 ¥
La matrice augmentée associée est
1 2 -3 | 4 2
01 2 15 ly
3 =1 1 | 2 U3
1 0 1 |1 £y

On remplace ¢ par €3 — 3¢, et on remplace £y par €y — £y, ce qui donne

i 2 -3 | 4 A
01 2 | 5 I
g =7 10 | =10 £ — 3¢
0 -2 4 | -8 bi— 8

On remplace U3 par {3 + Tly et €y par €4 + 2¢5, on obtient

1 2 -3 | 4 4y
QIS 2R NG £y
00 24 | 25| £5+76
00 8 | 7 by + 245

On remplace £y par €4 — %(.’3, le systéme se transforme en

l A8 ) 31k cilaiia Page 8
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12 CHAPITRE 1. RESOLUTION DES SYSTEMES LINEAIRES
1 2 -3 I 4 ﬁl
g1 2 | 5 ls
00 24 | 25 A
00 0 | —4/3 by — 30,

Le systéme correspondant a cette représentation matricielle est

T + 2y —3z = 4
y + 2z = 5
24z = 25

0 = —-4/3

qui est en forme échelon. Ce systéme n’admet pas de solutions.

Définition 1.2.3 Dans une forme échelon d’un systéme linéaire, une variable qui n’est pas
une variable principale s’appelle une variable indépendante du systéme.

Exemple 1.2.3 Dans l'exemple 1.1.4, la variable z n’est la variable principale d’aucune
équation, c’est une variable indépendante.

Une variable utilisée dans la description des solutions d’un systeme linéaire s’appelle un
parameétre.

Remarque 1.2.1 Une variable peut étre un parameétre sans qu’elle soit indépendante. Dans
lezemnple {.1.4, on peut paramétriser l’ensemble des solutions par y en écrivant z = y—1/12.
Par contre une variable imdépendante est toujours un parametre.

Théoréeme 1.2.3 Soit S un systéme linéaire, de la forme (1.1), qui admet des solutions et
soit k le nombre de ses variables indépendantes (k € N*). Alors il existe k éléments de K",

Vi, ..., Uk tels que l'ensemble des solutions de ce systeme est de la forme
{v+ ajv; + aovy + - - + uklog, g, - o € K}
S
ou Y= . est une solution particuliére du systéme.
Sn

Remarqgue 1.2.2 Les éléments vy, . .., v du dernier théoreme sont des solutions du systeme

1071 + @192 + 0+ a4z, = 0

as 1y iR a9 0oXo s LCEC += ﬂ,g‘n.’lin = O
Sh

Qm1T1 + Am, 2T2 i + GmnTn = 0
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1.2. ENSEMBLE DES SOLUTIONS D’UN SYSTEME LINEAIRE 13
appelé systéme homogene associé a S.

Fxemple 1.2.4 Pour ’exemple 1.1.4, U'ensemble des solutions est

1/4 1/4 0
- z-1/12 ! 1/12 1
— = [ o / ~ o
S 5 zeK 0 z1 e K
2/3 273 0
Exemple 1.2.5 Considérons le systéme
z 4+ vy + w =0
22 + Yy + 2 DR ()
r + 2y - z + w + 2t = 0
— = 3w + 5 = 0
=2 2 e — ()

S

Puisque les termes constants des équations du systéme sont tous nuls, on applique la méthode
de Gauss a la matrice du systéme :

I 1 0 1 0 ¢
Al ] 0 1 by
I 2 -1 1 2 4y
-1 0 -1--3 5 Yy
TELNETE Y
1 1 0 1 0 ¢
0 -1 1 =2 1 by — 24,
O | R () U3 — ¢
0 1 -1 -2 5 by + ¢,
0 2 -2 2 1 s + 4y
11 0 1 0 0
0 -1 1 -2 1 4y
0 0 0 -2 3 Uy + £y
0 0 0 —4 6 £4 -+ (02
0 0 0 -2 3/ ti2,
L1 0 1 0 I
0 -1 1 -2 1 s
0 0 0 —2 3 Ly
0 0 0 0 0 by — 205
O 0 0 0 0 by — U3

Page 10
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14 CHAPITRE 1. RESOLUTION DES SYSTEMES LINEAIRES

Une forme échelon de notre systéme est

T+ y + w = 0
-y + z — 2w + t = 0
— 2w + 3t = 0

0=

0 =0

Les équations 3 et 4 du dernier systéme sont redondantes. Les variables indépendantes sont
z,t. L’ensemble des solutions est

~z+ 5t -1 1/2

z—2t 1 —2
z iz teK)=<d2 1 +1 0 szt €K
3[ . 3/2
t 0 1

1.3 Calcul du déterminant et de I’inverse d’une matrice par la
méthode de Gauss

1.3.1 Déterminant d’une matrice

Soit A une matrice carrée d’ordre n & coefficients dans K. En appliquant la méthode de
Ganss & A, on obtient une matrice triangulaire supérieure 71'.

e Si I'un des coefficients diagonaux de T est nul alors le déterminant de A est nul.

e Supposons que tous les coefficients diagonaux t;; de 7" sont non nuls et posons D =
ti1tao -+ tan. On détermine le déterminant de A comme suit : chaque fois que l'on
échange une ligne avec une autre, on multiplie D par —1 et chaque fois que I’on multiplie
une ligne par un scalaire non nul a on multiplie D par ﬁ Le scalaire obtenu est le
déterminant de A.

Exemple 1.3.1 Soit la matrice
s
7 1
-1 3

wm O

[\

Utilisons la méthode de Gauss pour calculer le déterminant de A.

/
1 3 on échange ¢y et by et on multiplie £, par :1)

A ) (oo iyl Page 11
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1.3. DETERMINANT ET INVERSE D’UNE MATRICE

1 3
0 —19/5 13/5

1 #5185

(o

on remplace €3 par €3 — 2¢,

1 7/5 1/5
T=(0 1 3

on remplace Uy par £q + %3{{'2
0 0 14

1. Le déterminant de A est —70.

1.3.2 Inverse d’une matrice
Soit
ajp Q2 -+ Qg
5 a1 Qg2 agn
11 =
pn1 Ano Ay n

une matrice inversible d’ordre n et & coefficients dans K.
Pour 1 < ¢ < n, soit

0

la _iizmu

colonne de la matrice identité d’ordre n.

La relation AA™! = I,, raméne le calcul de A=! & la résolution de n systémes linéaires donnés
par

0
ayy1 Qr2 - Qin Ly
A1 a2 g p Lo

i (1 dans la ™ position)
Any Qn2 Qn.n T

Le vecteur solution du systeme S; représente la 7°me

colonne de A™L.
En pratique on augmente la matrice de A par la matrice identité et on applique la méthode de

Comme on a multiplé une ligne par 1/5 on multiplie le déterminant de T par 5, ce qui donne
70 et comme on a échangé la ligne 1 avec la ligne 2, on doit multiplier notre résultat par

l 4 pal) (3 b cilsita
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Gauss. Apres les calculs, la matrice A est transformée en une matrice triangulaire supérieure
T & coefficients diagonaux non nuls et la matrice identité est transformée en une matrice L.
I
~ Lo
La ™ colonne de A~—! est obtenue en résolvant le systéme linéaire TX = L; ou X =
T

et L; est la 7®™ colonne de L.

[’exemple suivant illustre cette méthode.

FExemple 1.3.2 Appliquons la méthode de Gauss pour calculer 'inverse de la matrice

12 2
A= 2 2 0
2 =2 4

On augmente la matrice A par Iz, on oblient :

i 2 =2 | 100
2 2 0 | 010
2 -2 4 | 001

On applique maintenant la méthode décrite dans le paragraphe ci-dessus :

i 2 2 | 1 0

0 -2 4 | -2 10 on remplace Uy par by — 20y et Uy par €3 — 2¢,
0 6 &8 | -2 01

1 2 -2 | 1 0 O

0 -2 4 | -2 1 0 on remplace U3 par f3 — 3l

0 0 -4 | 4 =31

La premiére colonne de A~" est obtenue en résolvant le systeme

1 2 -2 z 1
0 -2 4 v =1 -2
0 0 -4 z 4

La deuziéme colonne de A™! est obtenue en résolvant le systeme

1 20 =2 i 0
0 -2 4 7= 1
0 0 -4 z —3
La troisiéme colonne de A~' est obtenue en résolvant le systeme
1 2 +2 1 0
0 -2 4 =10
0 0 —4 z 1

| A8 ) 31k cilaiia Page 13
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Linverse de A est
T —=1/20 1/2
AV =1 -1 1 -1/2
-1 3/4 -1/4

1.4 Algorithme décrivant la méthode de Gauss

Soit & résoudre un systeme de la forme (1.1). On utilise la matrice augmentée correspondante
(12), ce qui donne une matrice & m lignes et (n + 1) colonnes. On note les lignes de cette

matrice par £1,0s, ..., 4, et apres chaque transformation de Gauss elles seront encore notés
by, ly, ..., by Lalgorithme suivant déerit les étapes & suivre pour résoudre un tel systeme

linéaire en utilisant la méthode de Gauss. Cet algorithme se déroule en au plus inf(m, n)

étapes.

Etape 1
Si a1 = 0 échanger la ligne ¢, avec une ligne ¢; telle que a;; # 0.
Multiplier ¢, par #1

Boutifi=2 "0 r'émpl&cér €; par £; — a; 4.
Etape 2
Siajo=0pour =2 ....m

SiVse{3,...,n} Vi>2 a,,=0Fin.
Sinon soit s le plus petit entier tei qu’il existe 7 > 2 vérifiant U7 0
échanger £, avec ¢;.
multiplier ¢, par Z:_,
Pour j = 3,..., m remplacer ¢; par £; — a; 0s.
Sinon si ay, = 0 échanger la ligne £; avec une ligne 4;, 7 > 2, telle que a; o # 0.

Multiplier ¢, par i

Pour j = 3,...,m remplacer ¢; par £; — a;ols.
Etape i (3 < i < inf(m,n))

Sia;; =0pourj=4,....m

SiVse{i+1,...,n} Vj>i a;s = 0 Fin.
Sinon soit s le plus petit entier tel qu’il existe 7 > ¢ vérifiant @5 0
échanger ¢; avec ¢;.
multiplier ¢; par ZL
Pour j = (i + 1), . ..m remplacer ¢; par ¢; — a; /;.
Sinon si a;; = 0 échanger la ligne £; avec une ligne ¢;, 7 > i, telle que a;i # 0.
Multiplier ¢; par (1_1_
Pour j = (i +1),...,m remplacer ?; par £; — a;:4;.
On continue ce processus jusqu’a une étape k, on k < inf(m, n), telle que apres les
transformations de Gauss on ait : ajs =0pour j=(k+1),...,met s=(k+1),...,n.

Page 14
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18 CHAPITRE 1. RESOLUTION DES SYSTEMES LINEAIRES

Exercice 1
Soit la matrice

1) Calculer le déterminant de A par deux méthodes différentes.
2) Calculer la comatrice de A.
3) Déterminer l'inverse de A.

Exercice 2
Utiliser la méthode de Gauss pour résoudre les systémes linéaires suivants :

Dans R :

9y S
(Sh) 2z + y = 2z = 2 (8) {}ﬂ './ 4z = 0o
T + y + 2z = 3 2r + 3y — 2z = 4
« ' . T + y + 2z = 1
3 — Y - 2 K G5 = 2
(S3) 2z + 2y + 42 — Sw = 5
2r + 3y + 2z - w = 4
Dans C :
G e e ) iz R I
(S4) T — Wy + 2z = 1 S (A+48)r — iy + z + w = 1+4
L B Y = 2 = 2 i e o = 3

Exercice 3
soit léquation linéaire suivante

(E) 3z+4y+5z=2
Décrire I'ensemble des solutions de (£)

1) en utilisant l'ordre z,y, z.

2) en utilisant 'ordre z,7, z.

Exercice 4
Soit le systeme

2c — y + 2z + 2w = 0
(S)4 3z 2y + 3z - w = 1
) -+ w =

On choisit, 'ordre z, v, z, w.
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1.4, ALGORITHME DECRIVANT LA METHODE DE GAUSS 19

1) Déterminer une forme échelon de S.
2) Quelles sont les variables indépendantes du systéme?
3) Décrire I’ensemble des solutions de S en prenant w comme parameétre.

4) Décrire I'ensemble des solutions de S en prenant z comme parametre.

Exercice 5 Soit le systeme

2t — y + 2z 4+ 2w — t = 0
o t + 2y + 3z + 2w + 4 = 1
(5)
i r 2z + w + t = 2
20 + 2y + 2z + w + 3 = -1
-12
0
1) Montrer que 19 est une solution particuliére de S.
0
—5

2) Déterminer I'ensemble des solutions du systéme homogene associé a S.

3) En déduire 'ensemble des solutions de S.
/

Exercice 6
Soit la matrice

N O
(\)

i
| )

A

|
1N}
(o

1) Calculer le déterminant de A par la méthode Gauss.

2) Calculer I'inverse de A par la méthode de Gauss.
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