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N
otion d

'A
rbre binaire d

e 
recherche
�

C
'est un arbre binaire particulier :
�

Perm
et d'obtenir un algorithm

e de recherche proche 
dans l'esprit de la recherche dichotom

ique ;

�
Pour lequel les opérations d'ajout et de suppression d'un 
élém

ent sont aussi efficaces.

�
C

et arbre utilise l'existence d'une relation d'ordre sur 
les élém

ents, représentée par une fonction clé, à 
valeur entière.
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A
rbre binaire d

e recherche
D

éfinition
�

Un arbre binaire de recherche (binary
search

tree
en anglais), en 

abrégé A
BR, est un arbre binaire tel que pour tout nœ

ud :
�

les clés de tous les noeudsdu sous-arbre gauche sont inférieures ou égales à la 
clé du nœ

ud,

�
les clés de tous les noeudsdu sous-arbre droit sont supérieures à la clé du 
nœ

ud.

�
C

haque nœ
ud d'un arbre binaire de recherche désigne un élém

ent 
qui est caractérisé par une clé (prise dans un ensem

ble totalem
ent 

ordonné) et des inform
ations associées à cette clé. 

�
Dans toute illustration d'un arbre binaire de recherche, seules les clés 
sont représentées. O

n supposera aussi que toute clé identifie de 
m

anière unique un élém
ent.
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A
rbre binaire d

e recherche
Exem

ple
4

�
L'arbre de la figure 
suivante est un arbre 
binaire de recherche

�
C

et arbre représente 
l’ensem

ble :
E = {a, d, e, g, i, l, q, t}

m
uni de l’ordre alphabétique



A
rbre binaire d

e recherche
Rem

arque
5

�
Plusieurs représentations possibles 
d’un m

êm
e ensem

ble par un arbre 
binaire de recherche

�
En effet, la structure précise de 
l’arbre binaire de recherche est 
déterm

inée :
�

par l’algorithm
e d’insertion utilisé,

�
et par l’ordre d’arrivée des élém

ents. 

�
Exem

ple : 
�

L’arbre binaire de recherche de la 
figure qui suit représente aussi 

E = {a, d, e, g, i, l, q, t}



O
péra

tions sur les arbres binaires 
d

e recherche 

�
Le type abstrait arbre binaire de recherche, noté 
A
r
b
r
e
_
R
e
c
h, est décrit de la m

êm
e m

anière que le type 
A
r
b
r
e
_
B
i
n
a
i
r
e

�
O

n reprend les opérations de base des arbres binaires, 
excepté le fait que dans des arbres binaires de 
recherche, on suppose l'existence de l'opération clé sur 
le type abstrait E

l
e
m
e
n
t

�
O

n définit, en tenant com
pte du critère d'ordre, les 

opérations spécifiques de ce type d'arbre concernant :
�

la recherche d'un élém
ent dans l'arbre ;

�
l'insertion d'un élém

ent dans l'arbre ;

�
la suppression d'un élém

ent de l'arbre.
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Recherche d
'un élém

ent 

�
Principe de l'algorithm

e : 
�

O
n com

pare la clé de l'élém
ent cherché à la clé de la 

racine de l'arbre ;

�
Si la clé est supérieure à la clé de la racine, on effectue 
une recherche dans le fils droit ; 

�
Si la clé est inférieure à la clé de la racine, on effectue 
une recherche dans le fils gauche ; 

�
La recherche s'arrête quand on ne peut plus continuer 
(échec) ou quand la clé de l'élém

ent cherché est égale 
à la clé de la racine d'un sous arbre (succès).
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Recherche d
'un élém

ent
Exem

ple
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�
la figure suivante 
illustre la 
recherche de 
l'élém

ent de clé 
43 dans un arbre 
binaire de 
recherche. 

�
Les flèches 
indiquent le 
chem

in de la 
recherche



Recherche d
'un élém

ent
Spécification

E
x
t
e
n
s
i
o
n

T
y
p
e
 
A
r
b
r
e
_
R
e
c
h

U
t
i
l
i
s
e

E
l
é
m
e
n
t
,
 
B
o
o
l
é
e
n

O
p
é
r
a
t
i
o
n
s

R
e
c
h
e
r
c
h
e
r
 :
 
E
l
é
m
e
n
t
 x
 
A
r
b
r
e
_
R
e
c
h
→

B
o
o
l
é
e
n

A
x
i
o
m
e
s

S
o
i
t
,
 
x
 
:
 
E
l
é
m
e
n
t
,
 
r
 
:
 
N
œ
u
d
,
 
G
,
 
D
 
:
 
A
r
b
r
e
_
R
e
c
h

R
e
c
h
e
r
c
h
e
r
(
x
,
 
a
r
b
r
e
_
v
i
d
e
)
 
=
 
f
a
u
x

s
i
 
c
l
é
(
x
)
 
=
 
c
l
é
(
c
o
n
t
e
n
u
(
r
)
)
 

a
l
o
r
s
 
R
e
c
h
e
r
c
h
e
r
(
x
,
 
<
r
,
 
G
,
 
D
>
)
 
=
 
v
r
a
i

s
i
 
c
l
é
(
x
)
 
<
 
c
l
é
(
c
o
n
t
e
n
u
(
r
)
)

a
l
o
r
s 
R
e
c
h
er
ch
e
r(
x,
 
<
r,
 G
,
 D
>)
 
=
 R
ec
h
er
ch
e
r
(x
,
 

G
)

s
i
 
c
l
é
(
x
)
 
>
 
c
l
é
(
c
o
n
t
e
n
u
(
r
)
)
 

a
l
o
r
s
 
R
e
c
h
e
r
c
h
e
r
(
x
,
 
<
r
,
 
G
,
 
D
>
)
 
=
 
R
e
c
h
e
r
c
h
e
r
(
x
,
 

D
)
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Recherche d
'un élém

ent
Réalisation en C

B
o
o
l
e
e
n

R
e
c
h
e
r
c
h
e
r
 
(
A
r
b
r
e
_
R
e
c
h

A
,
 
E
l
e
m
e
n
t

e
)
 
{

i
f
 
(
 
e
s
t
_
v
i
d
e
(
A
)
 
=
=
 
v
r
a
i
 
)

r
e
t
u
r
n
 
f
a
u
x
;
 
/
/
 
e
 
n’e

s
t
 
p
a
s
 
d
a
n
s
 
l’a

r
b
r
e

e
l
s
e
 
{

i
f
 
(
 
e
 
=
=
 
A
-
>
v
a
l

)
r
e
t
u
r
n
 
v
r
a
i
;
 
/
/
 
e
 
e
s
t
 
d
a
n
s
 
l’a

r
b
r
e

e
l
s
e
 
i
f
 
(
 
e
 
<
 
A
-
>
v
a
l
)

/
/
 
o
n
 
p
o
u
r
s
u
i
t
 
l
a
 
r
e
c
h
e
r
c
h
e
 
d
a
n
s
 
l
e
 
S
A
G
 

d
u
 

/
/
 
n
o
e
u
d

c
o
u
r
a
n
t

r
e
t
u
r
n
 
R
e
c
h
e
r
c
h
e
r
(
A
-
>
f
g
,
 
e
)
;

e
l
s
e/
/
 
o
n
 
p
o
u
r
s
u
i
t
 
l
a
 
r
e
c
h
e
r
c
h
e
 
d
a
n
s
 
l
e
 
S
A
D
 

d
u
 

/
/
 
n
o
e
u
d

c
o
u
r
a
n
t

r
e
t
u
r
n
 
R
e
c
h
e
r
c
h
e
r
(
A
-
>
f
d
,
 
e
)
;

}
}
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Recherche d
'un élém

ent
A

utre Spécification

E
x
t
e
n
s
i
o
n

T
y
p
e
 
A
r
b
r
e
_
R
e
c
h

U
t
i
l
i
s
e

E
l
é
m
e
n
t

O
p
é
r
a
t
i
o
n
s

R
e
c
h
e
r
c
h
e
r
 
:
 
E
l
é
m
e
n
t
 
x
 
A
r
b
r
e
_
R
e
c
h
 
→

A
r
b
r
e
_
R
e
c
h

A
x
i
o
m
e
s

S
o
i
t
,
 
x
 
:
 
E
l
é
m
e
n
t
,
 
r
 
:
 
N
œ
u
d
,
 
G
,
 
D
 
:
 
A
r
b
r
e
_
R
e
c
h

R
e
c
h
e
r
c
h
e
r
(
x
,
 
a
r
b
r
e
_
v
i
d
e
)
 
=
 
a
r
b
r
e
_
v
i
d
e

s
i
 
c
l
é
(
x
)
 
=
 
c
l
é
(
c
o
n
t
e
n
u
(
r
)
)
 

a
l
o
r
s
 
R
e
c
h
e
r
c
h
e
r
(
x
,
 
<
r
,
 
G
,
 
D
>
)
 
=
 
<
r
,
 
G
,
 
D
>
)

s
i
 
c
l
é
(
x
)
 
<
 
c
l
é
(
c
o
n
t
e
n
u
(
r
)
)

a
l
o
r
s
 
R
e
c
h
e
r
c
h
e
r
(
x
,
 
<
r
,
 
G
,
 
D
>
)
 
=
 
R
e
c
h
e
r
c
h
e
r
(
x
,
 
G
)

s
i
 
c
l
é
(
x
)
 
>
 
c
l
é
(
c
o
n
t
e
n
u
(
r
)
)
 

a
l
o
r
s
 
R
e
c
h
e
r
c
h
e
r
(
x
,
 
<
r
,
 
G
,
 
D
>
)
 
=
 
R
e
c
h
e
r
c
h
e
r
(
x
,
 
D
)
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A
jout d

'un élém
ent 

�
La technique d'ajout spécifiée ici est dite "ajout en feuille", car 
tout nouvel élém

ent se voit placé sur une feuille de l'arbre

�
Le principe est sim

ple :
�

si l'arbre initial est vide, le résultat est form
é d'un arbre binaire de 

recherche réduit à sa racine, celle-ci contenant le nouvel élém
ent ;

�
sinon, l'ajout se fait (récursivem

ent) dans le fils gauche ou le fils droit, 
suivant que l'élém

ent à ajouter est de clé inférieure ou supérieure à 
celle de la racine.

�
Rem

arque : 
�

si l'élém
ent à ajouter est déjà dans l'arbre, l'hypothèse d'unicité des 

élém
ents pour certaines applications fait qu'on ne réalise pas l'ajout
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A
jout d

'un élém
ent

Exem
ple

13�
Les figures suivantes illustrent l'ajout successif 
de e, i, a, t, d, g, q et l dans un arbre binaire 
de recherche, initialem

ent vide 



A
jout "en feuille" d

'un élém
ent

Spécification

E
x
t
e
n
s
i
o
n
 
T
y
p
e

A
r
b
r
e
_
R
e
c
h

U
t
i
l
i
s
e

E
l
é
m
e
n
t

O
p
é
r
a
t
i
o
n
s

A
j
o
u
t
e
r
_
f
e
u
i
l
l
e

:
 
E
l
é
m
e
n
t
 
x
 
A
r
b
r
e
_
R
e
c
h
→

A
r
b
r
e
_
R
e
c
h

A
x
i
o
m
e
s

S
o
i
t
,
 
x
 
:
 
E
l
é
m
e
n
t
,
 
r
 
:
 
N
œ
u
d
,
 
G
,
 
D
 
:
 
A
r
b
r
e
_
R
e
c
h

A
j
o
u
t
e
r
_
f
e
u
i
l
l
e
(
x
,
 
a
r
b
r
e
_
v
i
d
e
)
 
=
 
<
x
,
 
a
r
b
r
e
_
v
i
d
e
,
 

a
r
b
r
e
_
v
i
d
e
>

s
i
 
c
l
é
(
x
)
 
≤

c
l
é
(
c
o
n
t
e
n
u
(
r
)
)
 

a
l
o
r
s
 

A
j
o
u
t
e
r
_
f
e
u
i
l
l
e
(
x
,
 
<
r
,
 
G
,
 
D
>
)
 
=
 
<
r
,
 

A
j
o
u
t
e
r
_
f
e
u
i
l
l
e
(
x
,
 
G
)
,
 
D
>

s
i
n
o
n
 

A
j
o
u
t
e
r
_
f
e
u
i
l
l
e
(
x
,
 
<
r
,
 
G
,
 
D
>
)
 
=
 
<
r
,
 
G
,
 

A
j
o
u
t
e
r
_
f
e
u
i
l
l
e
(
x
,
 
D
)
>
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A
jout "en feuille" d

'un élém
ent

Réa
lisation

f
o
n
c
t
i
o
n
 
A
j
o
u
t
e
r
_
f
e
u
i
l
l
e
(
x
 
:
 
E
l
é
m
e
n
t
,
 
A
 
:
 
A
r
b
r
e
_
R
e
c
h

)
 
:
 

A
r
b
r
e
_
R
e
c
h

s
i
 
e
s
t
_
v
i
d
e
(
A
)
 
a
l
o
r
s
 

P
n
o
e
u
d

r
 
=
 
n
o
u
v
e
a
u
_
n
o
e
u
d
(
x
)

s
i
 
e
s
t
_
v
i
d
e
(
r
)
 
a
l
o
r
s
 
<
e
r
r
e
u
r
>
 

r
e
t
o
u
r
n
e
r
 
c
o
n
s
(
r
,
 
a
r
b
r
e
_
v
i
d
e
(
)
,
 
a
r
b
r
e
_
v
i
d
e
(
)
)

s
i
n
o
n

s
i
 
x
 
>
 
c
o
n
t
e
n
u
(
r
a
c
i
n
e
(
A
)
)
 
a
l
o
r
s
 

r
e
t
o
u
r
n
e
r
 
c
o
n
s
(
A
,
 
g
a
u
c
h
e
(
A
)
,
 
A
j
o
u
t
e
r
_
f
e
u
i
l
l
e
(
x
,
 
d
r
o
i
t
e
(
A
)
)
)

s
i
n
o
n

S
i
 
x
<
 
c
o
n
t
e
n
u
(
r
a
c
i
n
e
(
A
)
 
a
l
o
r
s

r
e
t
o
u
r
n
e
r
 
c
o
n
s
(
A
,
 
A
j
o
u
t
e
r
_
f
e
u
i
l
l
e
(
x
,
 
g
a
u
c
h
e
(
A
)
)
 
,
d
r
o
i
t
e
(
A
)
)

f
s
i

f
s
i

f
s
i

f
f
o
n
c
t
i
o
n
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A
jout "en feuille" d

'un élém
ent

Réalisation en C

A
r
b
r
e
_
R
e
c
h
A
j
o
u
t
e
r
_
f
e
u
i
l
l
e
(
E
l
e
m
e
n
t
x
,
 
A
r
b
r
e
_
R
e
c
h
A
)
 
{

i
f
 
(
e
s
t
_
v
i
d
e
(
A
)
)
 
{

P
n
o
e
u
d
r
 
=
 
no
u
v
e
a
u
_
n
o
eu
d
(x
);

i
f
 
(
r
 
=
=
 
N
U
L
L
)
 
{

p
r
i
n
t
f
(
"
E
r
r
e
u
r
 
:
 
P
a
s
 
a
s
s
e
z
 
d
e
 
m
é
m
o
i
r
e
 
!
\
n
"
)
;

e
x
i
t
(
-
1
)
;

}
 

r
e
t
u
r
n
 
c
o
n
s
(
r
,
 
a
r
b
r
e
_
v
i
d
e
(
)
,
 
a
r
b
r
e
_
v
i
d
e
(
)
)
;

}e
l
s
e

i
f
 
(
x
 
>
 
c
o
n
t
e
n
u
(
r
a
c
i
n
e
(
A
)
)
)
 
 

r
e
t
u
r
n
 
c
o
n
s
(
A
,
 
g
a
u
c
h
e
(
A
)
,
 
A
j
o
u
t
e
r
_
f
e
u
i
l
l
e
(
x
,
 
d
r
o
i
t
e
(
A
)
)
)
;

e
l
s
e

i
f
 
(
x
 
<
 
c
o
n
t
e
n
u
 
(
r
a
c
i
n
e
(
A
)
)
/
/
 
p
a
s
 
d
’
a
j
o
u
t
 
l
o
r
s
q
u
e
 
x
=
c
o
n
t
e
n
u
(
A
)

r
e
t
u
r
n
 
c
o
n
s
(
A
,
 
A
j
o
u
t
e
r
_
f
e
u
i
l
l
e
(
x
,
 
g
a
u
c
h
e
(
A
)
)
,
 
d
r
o
i
t
e
(
A
)
)
;

}
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Suppression d
'un élém

ent

�
La suppression est délicate :
�

Il faut réorganiser l'arbre pour qu'il vérifie la propriété d'un arbre 
binaire de recherche

�
La suppression com

m
ence par la recherche du nœ

ud qui 
porte l'élém

ent à supprim
er. Ensuite, il y a trois cas à 

considérer, selon le nom
bre de fils du noeud

à supprim
er :

�
si le noeud

est sans fils (une feuille), la suppression est im
m

édiate 
;

�
si le noeud

a un seul fils, on le rem
place par ce fils ;

�
si le noeud

a deux fils (cas général), on choisit de rem
placer ce 

nœ
ud, soit par le plus grand élém

ent de son sous arbre gauche 
(son prédécesseur), soit par le plus petit élém

ent de son sous 
arbre droit (son successeur).
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Suppression d
'un élém

ent
Exem

ple 1
18�

La figure qui suit illustre la suppression de la 
feuille qui porte la clé 13 



Suppression d
'un élém

ent
Exem

ple 2
19�

La figure qui suit illustre la suppression du 
nœ

ud qui porte la clé 16

�
C

e nœ
ud n'a qu'un seul fils ; le sous arbre de 

racine portant la clé 18

�
C

e sous arbre devient fils gauche du nœ
ud 

qui porte la clé 20 



Suppression d
'un élém

ent
Exem

ple 3
20

�
La figure qui suit illustre le cas d'un nœ

ud à deux fils.

�
La clé 15 à supprim

er se trouve à la racine de l'arbre. La racine 
a deux fils ; on choisit de rem

placer sa clé par la clé de son 
prédécesseur.

�

�
A

insi, la clé 14 est m
ise à la racine de l'arbre. O

n est alors 
ram

ené à la suppression du nœ
ud du prédécesseur. 

�
C

om
m

e le prédécesseur est le nœ
ud le plus à droite du sous 

arbre gauche, il n'a pas de fils droit, donc il a zéro ou un fils, et 
sa suppression est couverte par les deux prem

iers cas. 



Suppression d
'un élém

ent
C

a
s général

�
O

n choisit ici de rem
placer le noeud à supprim

erpar son 
prédécesseur (le nœ

ud le plus à droite de son sous arbre gauche)

�
O

n a besoin de deux opérations supplém
entaires :

�
une opération M

a
x

qui retourne l'élém
ent de clé m

axim
ale dans un 

arbre binaire de recherche ;
�

une opération Su
p
p
r
i
m
e
r
M
a
x

qui retourne l'arbre privé de son plus 
grand élém

ent.

21



Suppression d
'un élém

ent: Spécification
E
x
t
e
n
s
i
o
n
 
T
y
p
e

A
r
b
r
e
_
R
e
c
h

U
t
i
l
i
s
e
 
E
l
é
m
e
n
t

O
p
é
r
a
t
i
o
n
s

M
a
x
 

:
 
A
r
b
r
e
_
R
e
c
h
→

E
l
é
m
e
n
t

S
u
p
p
r
i
m
e
r
M
a
x

:
 
A
r
b
r
e
_
R
e
c
h
→

A
r
b
r
e
_
R
e
c
h

S
u
p
p
r
i
m
e
r

:
 
E
l
é
m
e
n
t
 
x
 
A
r
b
r
e
_
R
e
c
h
→

A
r
b
r
e
_
R
e
c
h

P
r
é
-
c
o
n
d
i
t
i
o
n
s

M
a
x
(
A
)
 
e
s
t
_
d
é
f
i
n
i
_
s
s
i

e
s
t
_
v
i
d
e
(
A
)
 
=
 
f
a
u
x

S
u
p
p
r
i
m
e
r
M
a
x
(
A
)
 
e
s
t
_
d
é
f
i
n
i
_
s
s
i

e
s
t
_
v
i
d
e
(
A
)
 
=
 
f
a
u
x

A
x
i
o
m
e
s

S
o
i
t
,
 
x
 
:
 
E
l
é
m
e
n
t
,
 
r
 
:
 
N
œ
u
d
,
 
G
,
 
D
 
:
 
A
r
b
r
e
_
R
e
c
h

s
i
 
e
s
t
_
v
i
d
e
(
D
)
 
=
 
v
r
a
i
 
a
l
o
r
s
 
M
a
x
(
<
r
,
 
G
,
 
D
>
)
 
=
 
r

s
i
n
o
n
 
M
a
x
(
<
r
,
 
G
,
 
D
>
)
 
=
 
M
a
x
(
D
)

s
i
 
e
s
t
_
v
i
d
e
(
D
)
 
=
 
v
r
a
i
 
a
l
o
r
s
 
S
u
p
p
r
i
m
e
r
M
a
x
(
<
r
,
 
G
,
 
D
>
)
 
=
 
G

s
i
n
o
n
 
S
u
p
p
r
i
m
e
r
M
a
x
(
<
r
,
 
G
,
 
D
>
)
 
=
 
<
r
,
 
G
,
 
S
u
p
p
r
i
m
e
r
M
a
x
(
D
)
>

S
u
p
p
r
i
m
e
r
(
x
,
 
a
r
b
r
e
_
v
i
d
e
)
 
=
 
a
r
b
r
e
_
v
i
d
e

s
i
 
c
l
é
(
x
)
 
=
 
c
l
é
(
c
o
n
t
e
n
u
(
r
)
)
 
e
t
 
e
s
t
_
v
i
d
e
(
D
)
 
=
 
v
r
a
i

a
l
o
r
s
 
S
u
p
p
r
i
m
e
r
(
x
,
 
<
r
,
 
G
,
 
D
>
)
 
=
 
G

s
i
n
o
n
 
s
i
 
c
l
é
(
x
)
 
=
 
c
l
é
(
c
o
n
t
e
n
u
(
r
)
)
 
e
t
 
e
s
t
_
v
i
d
e
(
G
)
 
=
 
v
r
a
i

a
l
o
r
s
 
S
u
p
p
r
i
m
e
r
(
x
,
 
<
r
,
 
a
r
b
r
e
_
v
i
d
e
,
 
D
>
)
 
=
 
D
 

s
i
n
o
n
 
s
i
 
c
l
é
(
x
)
 
=
 
c
l
é
(
c
o
n
t
e
n
u
(
r
)
)
 

a
l
o
r
s
 
S
u
p
p
r
i
m
e
r
(
x
,
 
<
r
,
 
G
,
 
D
>
)
 
=
 
<
M
a
x
(
G
)
,
S
u
p
p
r
i
m
e
r
M
a
x
(
G
)
,
 
D
>

s
i
 
c
l
é
(
x
)
 
<
 
c
l
é
(
c
o
n
t
e
n
u
(
r
)
)
 

a
l
o
r
s
 
S
u
p
p
r
i
m
e
r
(
x
,
 
<
r
,
 
G
,
 
D
>
)
 
=
 
<
r
,
 
S
u
p
p
r
i
m
e
r
(
x
,
 
G
)
,
 
D
>

s
i
 
c
l
é
(
x
)
 
>
 
c
l
é
(
c
o
n
t
e
n
u
(
r
)
)
 

a
l
o
r
s
 
S
u
p
p
r
i
m
e
r
(
x
,
 
<
r
,
 
G
,
 
D
>
)
 
=
 
<
r
,
 
G
,
 
S
u
p
p
r
i
m
e
r
(
x
,
 
D
)
>
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Suppression d
'un élém

ent
Réa

lisation

f
o
n
c
t
i
o
n
 
M
a
x
(
A
 
:
 
A
r
b
r
e
_
R
e
c
h
)
 
:
 
P
n
o
e
u
d

(
*
 
A
 
d
o
i
t
 
ê
t
r
e
 
n
o
n
 
v
i
d
e
 
!
 
*
)

s
i
 
e
s
t
_
v
i
d
e
(
d
r
o
i
t
e
(
A
)
)

a
l
o
r
s
 
r
e
t
o
u
r
n
e
r
 
A

s
i
n
o
n
 
r
e
t
o
u
r
n
e
r
 
M
a
x
(
d
r
o
i
t
e
(
A
)
)

f
s
i

f
f
o
n
c
t
i
o
n

f
o
n
c
t
i
o
n
 
S
u
p
p
r
i
m
e
r
M
a
x
(
A
 
:
 
A
r
b
r
e
_
R
e
c
h
)
 
:
 
A
r
b
r
e
_
R
e
c
h

(
*
 
A
 
d
o
i
t
 
ê
t
r
e
 
n
o
n
 
v
i
d
e
 
!
 
*
)

s
i
 
e
s
t
_
v
i
d
e
(
d
r
o
i
t
e
(
A
)
)
 

a
l
o
r
s
 

r
e
t
o
u
r
n
e
r
 
g
a
u
c
h
e
(
A
)
 

s
i
n
o
n
 

r
e
t
o
u
r
n
e
r
 
c
o
n
s
(
A
,
 
g
a
u
c
h
e
(
A
)
,
 
S
u
p
p
r
i
m
e
r
M
a
x
(
d
r
o
i
t
e
(
A
)
)
)

f
s
i

f
f
o
n
c
t
i
o
n

23

C
ette fonction retourne un pointeur 

sur le nœ
ud contenant la plus grand 

élém
ent d'un arbre binaire de 

recherche

C
ette fonction supprim

e le plus grand 
élém

ent d'un arbre binaire de recherche



Suppression d
'un élém

ent
Réalisation (suite)

f
o
n
c
t
i
o
n
 
S
u
p
p
r
i
m
e
r
(
x
 
:
 
E
l
é
m
e
n
t
,
 
A
 
:
 
A
r
b
r
e
_
R
e
c
h
)
 
:
 
A
r
b
r
e
_
R
e
c
h

s
i
 
e
s
t
_
v
i
d
e
(
A
)
 
a
l
o
r
s
 
r
e
t
o
u
r
n
e
r
 
A
 
 
 
(
*
 
o
u
 
<
e
r
r
e
u
r
>
 
*
)

s
i
n
o
n

s
i
 
x
 
>
 
c
o
n
t
e
n
u
(
r
a
c
i
n
e
(
A
)
)
 
a
l
o
r
s
 

r
e
t
o
u
r
n
e
r
 
c
o
n
s
(
A
,
 
g
a
u
c
h
e
(
A
)
,
 
S
u
p
p
r
i
m
e
r
(
x
 
,
d
r
o
i
t
e
(
A
)
)
)
 

s
i
n
o
n
 

s
i
 
x
 
<
 
c
o
n
t
e
n
u
(
r
a
c
i
n
e
(
A
)
)
 
a
l
o
r
s
 

r
e
t
o
u
r
n
e
r
 
c
o
n
s
(
A
,
 
S
u
p
p
r
i
m
e
r
(
x
,
 
g
a
u
c
h
e
(
A
)
)
,
 
d
r
o
i
t
e
(
A
)
)

s
i
n
o
n
 
/
/
 
x
=
 
c
o
n
t
e
n
u
 
(
r
a
c
i
n
e
(
A
)
)

s
i
 
e
s
t
_
v
i
d
e
(
d
r
o
i
t
e
(
A
)
)
 
a
l
o
r
s
 
r
e
t
o
u
r
n
e
r
 
g
a
u
c
h
e
(
A
)

s
i
n
o
n
 

s
i
 
e
s
t
_
v
i
d
e
(
g
a
u
c
h
e
(
A
)
)
 
a
l
o
r
s
 
r
e
t
o
u
r
n
e
r
 
d
r
o
i
t
e
(
A
)

s
i
n
o
n
 
/
/
 
n
i
 
d
r
o
i
t
e
 
(
A
)
 
e
s
t
 
v
i
d
e
 
n
i
 
g
a
u
c
h
e
(
A
)

r
e
t
o
u
r
n
e
r
 
c
o
n
s
(
M
a
x
(
g
a
u
c
h
e
(
A
)
)
,
 
S
u
p
p
r
i
m
e
r
M
a
x
(
g
a
u
c
h
e
(
A
)
)
,
 
d
r
o
i
t
e
(
A
)
)

f
s
i

f
s
i

f
s
i

f
s
i

f
s
i

f
f
o
n
c
t
i
o
n
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A
rbre Binaire d

e Recherche
C

om
plexité d

es O
pérations

�
O

n m
ontre que, les opérations de 

recherche, insertion et suppression dans un 
arbre binaire de recherche contenant n
élém

ents sont :
�

en m
oyenne en O

(log
2 (n)) ; 

�
dans le pire des cas en O

(h) ; 

où h désigne la hauteur de l'arbre

�
Si l’arbre est dégénéré, sa hauteur étant n-1, 
ces trois opérations sont en O

(n)

�
Si l'arbre est équilibré, les opérations sont en 
O

(log
2 (n)) (d'où leur intérêt...)

25



A
rbres M

axim
iers 

ou Tas (Heaps)
26



N
otion d

'A
rbre M

a
xim

ier (ou 
Tas) 
�

A
ppelé aussi m

onceau (Heap en anglais)
�

C
'est un arbre binaire parfait tel que la clé de chaque noeud 

est supérieure ou égale aux clés de tous ses fils 
�

L'élém
ent m

axim
um

 de l'arbre se trouve donc à la racine

�
Rappel : 
�

Pour un arbre binaire parfait, tous les niveaux sont entièrem
ent 

rem
plis sauf éventuellem

ent le dernier et, dans ce cas, les feuilles 
du dernier niveau sont regroupées le plus à gauche possible

�
Un tas est un arbre binaire partiellem

ent ordonné
:

�
Les nœ

uds sur chaque branche sont ordonnés sur celle-ci ;
�

C
eux d'un m

êm
e niveau ne le sont pas nécessairem

ent.

�
Un tas dans lequel chaque nœ

ud enfant a une clé inférieure 
(resp., supérieure) ou égale à la clé de son père est appelé 
arbre m

axim
ier(m

ax heap) (resp., arbre m
inim

ier (m
ax 

heap))

27



A
rbre M

a
xim

ier (ou Ta
s)

Exem
ple

28



Type A
bstra

it Ta
s

T
y
p
e
 
T
as

U
t
i
l
i
s
e 

B
o
o
l
é
e
n
,
 
E
l
é
m
e
n
t

O
p
é
r
a
t
io
n
s

t
a
s
_
v
i
d
e

:
 
→

T
a
s

e
s
t
_
v
i
d
e

:
 
T
a
s
 
→

B
o
o
l
é
e
n

m
a
x

:
 
T
a
s
 
→

E
l
é
m
e
n
t

a
j
o
u
t
e
r
:
 
T
a
s
 
x
 
E
l
é
m
e
n
t
 
→

T
a
s

s
u
p
p
r
i
m
e
r
M
a
x
:
 
T
a
s
 
→

T
a
s

a
p
p
a
r
t
i
e
n
t

:
 
T
a
s
 
x
 
E
l
é
m
e
n
t
 
→

B
o
o
l
é
e
n

P
r
é
c
o
n
di
t
i
on
s
 

m
a
x
(
T
)
 
e
s
t
_
d
é
f
i
n
i
_
s
s
i

e
s
t
_
v
i
d
e
(
T
)
 
=
 
f
a
u
x

s
u
p
p
r
i
m
e
r
M
a
x
(
T
)
 
e
s
t
_
d
é
f
i
n
i
_
s
s
i

e
s
t
_
v
i
d
e
(
T
)
 
=
 
f
a
u
x

a
j
o
u
t
e
r
(
T
,
e
)
 
e
s
t
_
d
é
f
i
n
i
_
s
s
i

a
p
p
a
r
t
i
e
n
t
(
T
,
e
)
 
=
 
f
a
u
x

A
x
i
o
m
e
s

S
o
i
t
,
 
T
,
 
T
1
 
:
 
T
a
s
,
 
e
 
:
 
E
l
é
m
e
n
t

s
i
 
e
s
t
_
v
i
d
e
(
T
)
 
=
 
v
r
a
i
 
a
l
o
r
s
 
a
p
p
a
r
t
i
e
n
t
(
T
,
e
)
 
=
 
f
a
u
x

a
p
p
a
r
t
i
e
n
t
(
T
,
m
a
x
(
T
)
)
 
=
 
v
r
a
i

s
i
 
a
p
p
a
r
t
i
e
n
t
(
T
,
e
)
 
=
 
v
r
a
i
 
a
l
o
r
s
 
m
a
x
(
T
)
 
≥
 
e

29



O
péra

tions sur un Tas

�
t
a
s
_
v
i
de

:
 
→

T
a
s

�
O

p
ération d

'initialisation; crée un tas vid
e

�
e
s
t
_
v
i
de

:
 
T
a
s
 
→

B
o
o
l
é
e
n

�
V
érifie si un ta

s est vid
e ou non

�
m
a
x

:
 
T
a
s
 
→

E
l
é
m
e
n
t

�
Retourne le p

lus grand
 élém

ent d
'un tas

�
a
j
o
u
t
e
r
 :
 
T
a
s
 x
 
E
l
é
m
e
n
t
 
→

T
a
s

�
A

joute un élém
ent d

ans un tas

�
s
u
p
p
r
i
m
e
r
M
a
x
 :
 
T
a
s
 
→

T
a
s

�
Sup

p
rim

e le p
lus grand

 élém
ent d

'un tas

�
a
p
p
a
r
t
i
e
n
t
 :
 T
a
s
 x
 
E
l
é
m
e
n
t
 
→

B
o
o
l
é
e
n

�
V
érifie si un élém

ent a
p

p
artient ou non à

un tas

30



Représenta
tion d

'un Tas 
�

Il existe une représentation com
pacte pour les arbres 

binaires parfaits, et donc pour les tas :

�
La représentation par tableau, basée sur la num

érotation des 
nœ

uds niveau par niveau et de gauche à droite

�
Les num

éros d'un nœ
ud sont donc les indices dans un 

tableau. En outre, ce tableau s'organise de la façon suivante 
:

�
le noeud

racine a pour indice 0 ;

�
soit le noeud

d’indice i dans le tableau, son fils gauche a pour 
indice 2i +1, et son fils droit a pour indice 2(i+1) ;

�
si un nœ

ud a un indice i ≠ 0, alors son père a pour indice 

�
O

n déduit de cette organisation, où n désigne le nom
bre 

d'élém
ents du tas, que :

�
un nœ

ud d'indice i est une feuille si 2i+1 ≥ n

�
un nœ

ud d'indice i a un fis droit si 2(i+1) < n

31
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Représenta
tion d

'un Tas
Exem

ple
32

U
n tas avec sa num

érotation hiérarchique
R

eprésentation du tas par un tableau 



Représenta
tion en C

 d
'un 

Tas

#
d
e
f
i
n
e
 
M
A
X
_
E
L
E
M
E
N
T
S
 
2
0
0
 
 
/
/
 
t
a
i
l
l
e
 

m
a
x
i
m
u
m
 
d
u
 
t
a
s

t
y
p
e
d
e
f
 
i
n
t
 
E
l
e
m
e
n
t
 
 
 
/
/
 
u
n
 
é
l
é
m
e
n
t
 
e
s
t
 

u
n
 
i
n
t

t
y
p
e
d
e
f
 
s
t
r
u
c
t
 
{

i
n
t
 
t
a
i
l
l
e
;
 
 
/
/
 
n
o
m
b
r
e
 
d
'
é
l
é
m
e
n
t
s
 
d
a
n
s
 
l
e
 

t
a
s

E
l
e
m
e
n
t
 
t
a
b
l
e
a
u
[
M
A
X
]
;
 
/
/
 
l
e
s
 
é
l
é
m
e
n
t
s
 

d
u
 
t
a
s

}
 
T
a
s
;
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O
p

érations sur un Tas 

�
Trois opérations 
fondam

entales :
�

A
jout d'un élém

ent ;
�

Suppression du m
axim

um
 ;

�
Recherche du m

axim
um

.

34



O
p

ération d
'A

jout

�
Principe :
�

C
réer un nouveau nœ

ud contenant la clé du nouvel 
élém

ent ;

�
Insérer cette clé le plus à gauche possible sur le dernier 
niveau du tas (ou si le dernier niveau est plein, à l'extrêm

e 
gauche d'un nouveau niveau). La nouvelle clé est insérée 
dans la prem

ière case non utilisée du tableau ;

�
Faire "rem

onter cette nouvelle clé" à sa place en la 
perm

utant avec la clé de son père, tant qu'elle est plus 
grande que celle de son père.

35



O
péra

tion d
'A

jout
Exem

ple (1)
36◼

Supposons qu'on veuille insérer la valeur 21 dans le tas représenté ci-
dessous :
◼

O
n place la valeur 21 juste à droite de la dernière feuille, 

◼
c'est-à-dire dans la case d'indice 10 dans le tableau.



O
péra

tion d
'A

jout
Exem

ple (2)
37◼

O
n com

pare 21, la nouvelle donnée insérée, avec la donnée contenue 
dans le nœ

ud père, autrem
ent dit on com

pare la donnée de la case 
d'indice 10 du tableau avec la donnée de la case d'indice  =

 4.
◼

Puisque 21 est plus grand que 5, on les échange.



O
péra

tion d
'A

jout
Exem

ple (3)
38

�
Le nouvel arbre 
binaire obtenu n'est 
pas un tas :
�

La valeur 21 du nœ
ud d'indice 4 

est plus grande que la valeur 15 
de son nœ

ud père (d'indice
= 1)

�
Echanger les contenus des 
nœ

uds d'indices respectifs 1 et 4 



O
péra

tion d
'A

jout
Exem

ple (4)
39

�
Puisque 21 est plus 
petit que 23 :
�

L'opération d'ajout est term
inée 

;

�
O

n a bien obtenu un tas.



O
péra

tion d
'A

jout
Pseud

o-cod
e

f
o
n
c
t
i
o
n
 
a
j
o
u
t
e
r
(
T
a
s
 
t
,
 
E
l
é
m
e
n
t
 
e
)
 
:
 
T
a
s

d
é
b
u
t

i
m

t
.
t
a
i
l
l
e

t
.
t
a
i
l
l
e

m
i
+
1

t
.
t
a
b
l
e
a
u
[
i
]
 
m

e
t
a
n
t
 
q
u
e
 
(
(
i
>
 
0
)
 
e
t
 

(
t
.
t
a
b
l
e
a
u
[
i
]
 
>
 
t
.
t
a
b
l
e
a
u
[
(
i
-
1
)
 
d
i
v
 
2
]
)
)
 

f
a
i
r
e
 
{

é
c
h
a
n
g
e
r
(
t
.
t
a
b
l
e
a
u
[
i
]
,
 
t
.
t
a
b
l
e
a
u
[
(
i
-
1
)
 
d
i
v
 

2
]
i

m
(
i
-
1
)
 
d
i
v
 
2

}r
e
t
o
u
r
n
e
r
 
(
t
)

f
i
n
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O
péra

tion d
'A

jout
C

om
plexité

�
La com

plexité de l'opération d'ajout est en 
O

(h), où h est la hauteur du tas :

�
O

n ne fait que rem
onter un chem

in ascendant d'une feuille vers la racine (en 
s'arrêtant éventuellem

ent avant). 

�
La hauteur d'un tas de taille n est précisém

ent égale à 

et donc l'ajout dem
ande un tem

ps O
(log(n)).

41
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O
pération d

e Suppression d
u 

M
axim

um

�
Principe :

�
Rem

placer la clé du nœ
ud racine par la clé du nœ

ud situé 

le plus à droite du dernier niveau du tas. C
e dernier nœ

ud 

est alors supprim
é ;

�
Réorganiser l'arbre, pour qu'il respecte la définition du tas, 

en faisant descendre la clé de l'élém
ent de la racine à sa 

bonne place en perm
utant avec le plus grand des fils.

42



O
pération d

e Suppression d
u 

M
axim

um
 (Exem

ple) (1)
43

�
Supposons qu'on désire supprim

er la valeur 
23 contenue dans la racine du tas illustré 
par la figure suivante :



O
pération d

e Suppression d
u 

M
axim

um
 (Exem

ple) (2)
44

�
O

n com
m

ence alors par rem
placer le contenu du 

nœ
ud racine par celui du dernier nœ

ud du tas :
�

C
e dernier nœ

ud est alors supprim
é ;

�
C

eci est illustré par la figure suivante :



O
pération d

e Suppression d
u 

M
axim

um
 (Exem

ple) (3)
45

�
L'arbre obtenu est parfait m

ais n'est pas un tas :
�

la clé contenue dans la racine a une valeur plus petite que 
les valeurs des clés de ses fils ;

�
C

ette clé de valeur 2 est alors échangée avec la plus 
grande clé de ses fils, à savoir 15 ;

�
L'arbre obtenu est représenté par la figure suivante :



O
pération d

e Suppression d
u 

M
axim

um
 (Exem

ple) (4)
46

�
Encore une fois, cet arbre 
n'est pas un tas. O

n le 
réorganise pour qu'il 
respecte la définition du tas

◼
Le dernier arbre obtenu est 
bien un tas ; il est illustré par 
la figure suivante

:



O
pération d

e Suppression d
u 

M
a

xim
um

 (Pseud
o-cod

e) (1)

�
Une version qui utilise la procédure Entasser

�
La procédure Entasser:
�

perm
et de faire descendre la valeur en t[i] de m

anière 
que l'arbre de racine en i devienne un tas ;

�
suppose que les sous arbres de racines en 2i+1 (fils 
gauche du nœ

ud en i) et en 2i+2
(fils droit du nœ

ud en i) 
sont des tas.
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pération d

e Suppression d
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M
a

xim
um

 (Pseud
o-cod

e) (2)
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pération d

e Suppression d
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M
a

xim
um

 (Pseud
o-cod

e) (3)
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O
péra

tion d
e Suppression 

d
u M

axim
um

 (C
om

plexité)
�

La com
plexité de la suppression est la m

êm
e que 

celle de l'insertion, c-à-d O
(log(n)) :

�
En effet, on ne fait que suivre un chem

in descendant 
depuis la racine.
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O
péra

tion d
e Recherche d

u 
M

axim
um

(Pseud
o-cod

e &
 C

om
plexité)

�
L'opération de recherche du m

axim
um

 est 
im

m
édiate dans les tas

�
Elle prend un tem

ps constant O
(1)
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Exem
ples d

'A
pplications d

es Ta
s 

�
Files de priorités (Priority

queues) :
�

Les tas sont fréquem
m

ent utilisés pour im
plém

enter des files de priorités. 

�
A

 l'opposé des files standard, une file de priorités détruit l'élém
ent de plus 

haute (ou plus basse) priorité. 

�
La signification de la "priorité" d'un élém

ent  dépend de l'application

�
A

 tout instant, on peut insérer un élém
ent de priorité arbitraire dans une file de 

priorités. Si l'application souhaite la destruction de l'élém
ent de plus haute 

priorité, on utilise un arbre m
axim

ier.

�
Tri par tas

(Heapsort):
�

Les opérations sur les tas perm
ettent de résoudre un problèm

e de tri à l’aide 
d’un algorithm

e appelé tri par tas (heapsort). 

�
C

et algorithm
e a la m

êm
e com

plexité tem
porelle, O

(n log(n)), que le tri 
rapide (quicksort). M

ais, en pratique, une bonne im
plém

entation de ce 
dernier le bat d'un petit facteur constant.
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A
lgorithm

e d
u Tri p

ar Tas
(Principe)

�
Supposons qu'on veut trier, en ordre croissant, un tableau 
T de n élém

ents. 

�
Principe :
�

L’algorithm
e du tri par tas com

m
ence, en utilisant la fonction 

C
onstruireTas, par construire un tas dans le tableau à trier T ;

�
Ensuite, il prend l'élém

ent m
axim

al du tas, qui se trouve en T[0], 
l'échange avec T[n-1], et rétablit la propriété de tas, en utilisant 
l'appel de fonction Entasser(T,0)pour le nouveau tableau à n-1 
élém

ents (la case T[n-1] n'est pas considérée) ;

�
L'algorithm

e de tri par tas répète ce processus pour le tas de 
taille n-1 jusqu'à la taille 2. 
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A
lgorithm

e d
u Tri p

ar Tas
(Pseud

o-cod
e) (1)
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C
onstruireTas

produit un tas 
à partir d'un tableau T

E
ntasser sert à garantir le m

aintien de la 
propriété de tas pour l'arbre de racine en i



A
lgorithm

e d
u Tri p

ar Tas
(Pseud

o-cod
e) (2)
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Les feuilles sont 
des tas à un 

élém
ent !



C
onstruireTa

s
Exem

ple (1)
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�
Illustration de l'action C

onstruireTas
sur un 

tableau d'entiers contenant 10 élém
ents

�
Rem

arquer que les nœ
uds qui portent les 

valeurs 9, 10, 14, 8 et 7 sont biens des feuilles, et 
donc des tas à un élém

ent.



C
onstruireTa

s: Exem
ple (2)
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Tri p
a

r Tas : Exem
ple (1)
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�
Les figures qui suivent 
illustrent l'action du tri 
par tas après 
construction du tas

�
C

haque tas est 
m

ontré au début 
d'une itération de la 
boucle 



Tri p
a

r Tas : Exem
ple (2)
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Tableau final : trié



A
lgorithm

e d
u Tri p

ar Tas
C

om
plexité

�
O

n m
ontre que l'appel à C

onstruireTas prend un tem
ps 

O
(n) 

�
C

hacun des (n-1) appels à Entasser prend un tem
ps 

O
(log(n))

�
Par conséquent, l'algorithm

e du tri par tas s'exécute 
en O

(n log(n))
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Introd
uction aux A

rbres 
d

e Recherche Equilibrés
�

(Balanced Search Trees)
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N
otion d

'A
rbres 

d
e Recherche Equilibrés 

�
La définition des arbres équilibrés im

pose que la différence entre les 
hauteurs des fils gauche et des fils droit de tout noeud

ne peut 
excéder 1

�
Il faut donc m

aintenir l'équilibre de tous les noeuds
au fur et à 

m
esure des opérations d'insertion ou de suppression d'un nœ

ud

�
Q

uand il peut y avoir un déséquilibre trop im
portant entre les deux 

fils d'un noeud, il faut recréer un équilibre par :
�

des rotations d'arbres ou par éclatem
ent de nœ

uds (cas des arbres B)

�
Les algorithm

es de rééquilibrage sont très com
pliqués :

�
O

n cite entre autres, quelques exem
ples d'arbres équilibrés pour les quels les 

opérations de recherche, d’insertion et de suppression sont en O
(log(n))
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A
rbres d

e Recherche Equilibrés 
Exem

ples (1)

�
Les arbres A

VL :
�

Introduits par A
delson-Velskii Landis Landis (d'où le nom

 d'A
VL) dans 

les années 60 ; 

�
Un arbre A

VL est un arbre binaire de recherche stockant une 
inform

ation supplém
entaire pour chaque noeud : son facteur 

d'équilibre ;

�
Le facteur d'équilibre représente la différence des hauteurs entre son 
sous arbre gauche et son sous arbre droit ;

�
A

u fur et à m
esure que des nœ

uds sont insérés ou supprim
és, un 

arbre A
VL s'ajuste de lui-m

êm
e pour que tous ses facteurs 

d'équilibres restent à 0, -1 ou 1.
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A
rbres d

e Recherche Equilibrés 
Exem

ples (2)

�
Les arbres rouges et noirs :

�
Des arbres binaires de recherche qui se m

aintiennent 

eux-m
êm

es approxim
ativem

ent équilibrés en colorant 

chaque nœ
ud en rouge ou noir ;

�
En contrôlant cette inform

ation de couleur dans chaque 

noeud, on garantit qu’aucun chem
in ne peut être deux 

fois plus long qu'un autre, de sorte que l’arbre reste 

équilibré.
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A
rbres d

e Recherche Equilibrés 
Exem

ples (3)

�
Les B arbres :
�

A
rbres de recherche équilibrés qui sont conçus pour être 

efficaces sur d'énorm
es m

asses de données stockées sur 

m
ém

oires secondaires ; 

�
C

haque nœ
ud perm

et de stocker plusieurs clés ;

�
G

énéralem
ent, la taille d'un nœ

ud est optim
isée pour 

coïncider avec la taille d'un bloc (ou page) du périphérique, 

en vue d'économ
iser les coûteux accès d'entées sorties.

�
…
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