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Série n'1

Exercice 1. Evaluer Ierreur commise quand on prend pour valeur approchée du
nombre réel (e) (base des logarithmes népérien) e = 2, 718.

Exercice 2.

1) Montrer qu en écriture décimale on a : 0,9999.....99 = |

2) Calculer en écriture décimale le réel 0,8888......88,

Exercice 3. Dans un calcul numérique on a /4, 001 ~ 2. Donner une majoration de
l'erreur commise (utiliser le théoréme des AF).

Exercice 4. Soient P, et Q,_, les polynémes d'interpolation de f respectives aux
points {z,zy, ...z, } et {z, z3, e ¥ni1 } Montrer que le polynéme d’interpolation
de f aux points {z;, xy, ......, 2, Tyi1} est donné par :

P.(z) = (Zns1 ~ ) Poa(z) — (23 - I)Qn—i{___}
> Tny1 — Iy

Exercice 5.
1) Determiner le polynéme d'interpolation de Lagrange associé au tableau suivant:

k1 23
Iy =1 0 1
Wk 1 3 2

ol f est une fonction continue sur R et e = f(xy)
2) Retrouver les coefficients dy polynéme d’interpolation cherché en résolvant un
systéme linéaire,

Exercice 6 .
Soit ¢y < t; deux nombres réels distincts et soit ¢ tel que 0 <& < t; — .
" 1) Expliciter un polynéme Pe de degré 3 tel que:

Pe(ty) = Pe(tg+e)=1
Pe(t)) = Pe(ti+€)=0
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2) Si p (t) <lim Pe (), montrer que (o) = 1, ¢ (t1) = &' (to) = ¢’ (t2) = 0.
£—=
Exercice 7. o
Soit ty < t; deux nombres réels et soit Po, P1, Py, P; quatre nombres réels donnés .
Nous cherchons un polynéme p de degré 3 tél que

p{tﬂ) =0, P{tl) =N , (ﬂ)
Plb) =05, P(t) =0, (b) i

ot p'(t) est la dérivée de p au point £ .
1) Posons #p = O et ; = 1 . Représenter graphiquement le polynome de degré 3
vérifiant les relations suivantes:

plto) =0, plt) =1, Plto) =0, p(t)) =1 (c)

2) Soient g, @y, Yo, ¥y les pblynomes définies par:

(= t)2(2t + ¢, — 3tg) (t=ta)*(2t +t5 - 3t;)

wo(t) = o=t ; ealt) = AL
= 2y _ o 2r
nit) = LR, gy = Lol o)

Vérifier que, pour i = ﬂ,l, I{S‘:(fi) = 11 tb{(t;] = Tﬁ‘;{tlni} = w;(tl—i] = 0 et
eilt) = 1, @ilts) = pilts-s) = @i(t;—) = 0.

Représenter graphiquement les plynémes Yo, ¥1, Yo, ¥y lorsque iy =0et t; =1,
3) Montrer que les polynémes ®0, ¥1, Yo, ¥, forment une base de P; que nous
appellerons base d’Hermite de type cubique associée & ty et t,.
4) Montrer que le polynéme 2

P(t) = poo(t) + prpa(t) + phid(t) + piun(t)

satisfait les relations (a) et (b).
En déduire I'expression du polynéme p vérifiant les relations (c).

’ ty —t
5) Soit £ tel que 0 < £ <« ]2 2

et soit pe le polyndme de degré 3 tel que:

Pe(to) = pe(to+¢) =0, pe(ty) = pe(ty +e) =1. .

Expliciter pe dans la base de Lagrange de Py associée au points &y, tg+e, £, £+,
6) Calculer ]‘ﬂ pe(t) et constater que ’on retrouve w1 (t).

Peut-on obtenir toutes les fonctions de base d’Hermite par des procédés analogues?
si oui, expliquer comment?
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Exercice 8,
1) Montrer que la différence divisée d’ordre un est symétrique
2) Montrer que la différence divisée d’ordre deux est symétrique deux a deux.

Exercice 9.
Calculer les différences relatives aux tableaux suivants:
k 1 2 3 4 k 1 2 3 4 5
(I) =z 01 2 4 (I} = D 1 2 3 4
7w 1 1 2 5 e 1 2 45 7

1) Déterminer les polyndmes d’interpolation de Newton des tableaux (I) et (II).

Exercice 10.

1) Déterminer le polynéme d’interpolation de Lagrange associé au tableau suivant:
E 1 2 3 4
Lg —2 -1 ﬁ 1
e 2 0 1 2

2) Déterminer le polyndme d’interpolation de Newton associé.

3) Comparer les polynoémes d’interpolation de Newton et de Lagrange.

4) Conclure.

Exercice 11, »

On considére la fonction f(x) = sin 3%

1) Donner le polynéme d’interpolation P(z) de degré 2 associé & f aux points z; =
0,1,2

2) Donner I'expression de l'erreur f(z) — P(z).

3) Montrer que:

| g

IB@)| = |f(z) ~ P(z)| < |zza(z 1) (z — 2)

! : 1
Estimer I'erreur pour z = 3 et comparer la & 'erreur effective.
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Série n'1

i des

Exercicel: On utilise la formule de Taylor ou D.L au voisinage de 0 de la fonction
f(z) = expa \

T " %
f(z)=expr=14+z+ o7 + ey - m o v

i+ 1

+
cette

(3

1 _ -
= 7j» On commence par calculer les premiers termes de la suite u,, = 2

R
=0 k=0
est croissante, us = 2,6666; uy = 2,7083, us = 2, 7167, ug = 2, 718055 >
6
1
2,718; ug =y X
k=D k
+oc

le=2,718] = e ~ ug + g — 2,718| < ug ~ 2,718| + e — us| <5510+ &

T

suit

1 k=T

ﬂET,nnpoﬁev,.=§
Un+1 1 1 ;

== s <
4, a+rl-§ @ HEGH
fl_1+1+1+1
K 78l 9 10
+00

1 I .11

T b S e S £
=Tk!_T!+8?'+E“?’!+ ....................... +8'ﬂ+ ______________
flii 1+1+1

H=nl""g " &" 't
k=T
+o0

1 1 1

— — < — —d
Zklﬂﬂrr 1)_?'?~2,31ﬂ
k=T ]_E
= le—2,718] < 2,8 104

Exercice2:

SETUUP



1) 0,9999......999... = 9 (10! + 102 + ..oevoreenn 107" + ..o)

0,9999.....999... =9 1071 (1 + 107  + ..orrrrnnenee, [ g SR,
1 1
= T Al = g Rl =1
910 (1_1{}_1) 910 E
10
2)0,8888......888... = 8 (10~ + {1 g i O, || |
0,8888...888.. =810 ' (1+10" '+ .....cceenn 107 4 s
1 1 8
= = 5 .- T
=8 10 (l—lﬂ”‘-) 810 _g_ 5
10
Exercice3:

On considére la fonction f(z) = /T
Le théoréme des A.F—= f(z) — f(y) = (z — y) f'(¢) avec c € ]z, y[, on va essayer de
majorer 'erreur sur U'intervalle |4, 4, 001]

|f(z) = f{y)I*U( 001) f{*i]lilﬂ":’ sup | f'(c)|

4<o<4,001
f'(z) = 7 d’on |f(c)] < <: = = 0,25 Ve € J4,4,001] d’on |f(z) — f(y)| < 2,51074.
Exercice4:
P,._; est le polyndme d’interpolation de f aux points {@1, 2, ........, Ty}
@n-1 est le polynome d’interpolation de f aux points {3, z3, ........ " A

donec Vi = 2,........n on a Py (zi) = Qn (@) = f(z:)
(Zns1 — 2) Paa(z) — [ml = m}Qn—df:“'}

Lntl — T3

or FPhlz)=

d'oil P"{I‘} (mn+1 b } "_1{21':; 4 {ﬂ?l £ xi}Qn--l[xi} Sk f(m'l.j
Tn41 — I
pour i=1 F,(z)= P (z1)= f(z1)
pour i=n+1 P, (Tay1) = Qnoi1(Zns1) = F(Zns1)
on a montré que ¥i = 1, ............. n+1 P,(z;) = f(z;), de plus deg P, = n, d’aprés
'unicité du polyndme d’interpolation , P, est bien le polynéme d’interpolation de f
aux points {z;, Tz, ......Tps1 } -
Exercice 5:

1) Déterminons le polyndéme d’interpolation de Lagrange associé au tableau suivant:

k| zx | yn
11-11]1
210 3
311 2
soit '['Ph‘P%} ©3) 1&}][3&38 cie}Lagrange de Py associée aux points zy, T3, 3.
= T—Iq){x —Ts :l » _12"1
(=) (z1 — 22) (21 —23) 2 (&—1) = 2% T 3"
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(z = z41) (2 — 23)

e2(z) = (mz—ﬂh)qﬂz—.‘ra} —(z+D(x-1)=1-27
N :
Py(z) = @1 (x) f(21) + w2 (2) f(22) + 03 () f(3) g
Pa{z}=%$’-%m+3[1 —z%) +2 G—x“%—%m

3
Pyfa) = 502+ 37 +3
2) Retrouvons les coefficients du polynoéme d’interpolation cherché en résolvant un
systéme linéaire.

Soit Py(z) = az® + bz +cona P (-1) =1, P2(0) =3 et Py(1) =

a—b+e=1

. 1
c=3 {2_'_&__'? -_->a=—:—;-etb=§
a+b4+ec=2 o

3 1
donc le polynome d’interpolation cherché est Pa(z)/ Pa(z) = —-i:c” + 3% +3.

Exercice 6:
Soit g < t; deux nombres réels distincts et soit € / 0 < & < £; — o,
cherchons un polynéme FPe de degré 3 tel que:

Pe(to) = Pe(tote)=1
Pe(t)) = Pe(li+¢e)=0

¢.a.d cherchons le polynéme d'interpolation de Lagrange Ps associé aux points (tg, 1), (fo + 1),
£,0)
soit g, 1, P2, @3 la base de Lagrange de PP associée aux points &y, 1y + €, 81,4 + €,
nOus avons:
Pz (t) = Pe (to) wo (t) + Pe (to + £) 1 () + Pe (t1) o2 (£) + Pe (81 + £) s (¢)
fﬂﬂ=wﬂnwﬁh bt
s—E)t—t)it—t1—¢
or wp (t) =
A= o TRCRESE
(t—t)(t—t)(t—t —£)

@ (t) = Bt =10 donc
Pe(t) = {—ﬁ}‘l‘h—E){t—tu—E]{fmil}{tH—ti—E)-}-(tua—tl.i.g (¢t —to) (E—t:) (2 —t1 — }5
E(tu"tl}(tn.‘-‘t]—E}(ﬂu—tl‘i't:}
Pe (t) = (t—t) (=13 —€) [(—to +ty — &) (t — to — €) + (to — t1 + €) (t — to)]
£(tg—t1) (to —t1 —€) (to — t1 + €) ;
PE(t)=(t_tl][t“tl“ﬁ}[ftu*é'h et + ety — €t + £ty + &7

e(to—t1) (Lo —t1 — &) (tp — t1 + &)
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[:t‘-tl)[:t—'fl—E][&fg—tlh"zt'FE}

Pe (t) =

O -k h-0lm-n+o

t—t 3tg —t; — 2t

2) o(t) = lim Pe(t) = E=8) Glo—t1 = 20)
e (to — t1)

) 2(t—t,) (3tg —t1 — 2t) — 2(t — ¢,)?

@' (t) = 3

o ( (to—t;)

; t—1t)(tp—t

@' (t) = (toftf;a )

Exercice 7. Soit (to, 1, po, p1, 7}, P;) € R® avec t; < t,. Nous cherchons un polynéme

p de degré 3 tel que :

=>p(to) =1let p(t,) =0

» nous avons done bien ¢’ (p) = ¢’ (t,) =0

p(to) =po, p(tr) = p1,p'(to) =1}, P'(t0) =1}
4 d
od p/(t) = =2 (t).
1) Posons g = ¢, — 1 = 0. Le polynéme p de degré 3 vérifiant
p(0) =0, p(l)=1, p(0)=0et P'(1) =1est p(t) =t*(2 - ¢)

est représenteé sur la figure 1.

FIG. 1: Représentation du polynéme p

(t—t1)°(2t + 8, —3ty) _ _(t—ta)*(2t + £ — 3t,)

z) {Fﬂ”] - (tﬂ i t1}3 1 wl{f) — {tl — tu}3 1
) t— )4t —ty) t— to)?(t -t
Wﬂ{t} s {t:}_{tl}g U); wl(t} _ ( [tlﬂ]— E;u}g 1)

Les vérifications sont faciles, Graphiquement, les polyndmes o, ¢;, ¥y, 1, sont
illustrés sur la figure 2. A

0.8 -
0.6 -
0.4
0.2

Fic. 2: Buse d'Hermite de type cubique associde i tg ot (. 0 !ﬂ—\_\u ;
: 0.2 .

-
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3) Les polynfmes g, @1, ¥g, ¥, sont linéairement indépendants; en effet, consid-
érons une combinaison linéaire nulle de ces quatre fonctions

q(t) = aoo(t) + arer(t) + astho(t) + aath(t) =0, ViR

et montrons que a; =0, i = 1,2,3 et 4. En évaluant g(t) ent = to (resp. t =t,).

on obtient ag = 0 (resp. a; = 0).

Puis en évaluant ¢'(t) en £ = t5 et t = ¢;, on conclut que oy = a3 = 0. ?
Puisque dimPs = 4 alors un systéme de quatre polyndme de degré 3 libre dans P

forme une base de Ps.

4) On obtient

p(ta) = po wolto) +p 1¢1(t0) +Pp Yo(te) +pg Y1 (to)= po

=1 =0 =0 =0

P'(to) = po wh(to) +p1 ¥(to) +Pp Yo(to) +p Yilto)=pp
={) =] =1 < =0
en utilisant le point 2) . De méme, on évalue p(t;) et p/(t;) pour conclure que ce

polyndme vérifie les relations (a) et (b) .
Le polynéme satisfaisant les relations (c) est donc: p(t) = pi(t) + ¥u(t) =22 — )

5 ty —~t
5) Soit £ € ]U, - 3 - {et soit pe le polynéme de degré 3 tel que:

pe(to) = pe(to +€) =0 , pe(ty) =pe(ty +¢) =1

Considérons la base de Lagrange {q&,—}ﬂ de IP; associée aux points ty, tg+£, 1, t; + €.

48
En utilisant les résultats du cours onjpeut. écrire.

-Pe(t) = pelto)do(t) + pe(to + €)di(t) + pelti)da(t) + pe(ty + €)ps(t)
Pe(t) = ¢aft) +¢a(t), avec

- (t=to){t —tg—€)(t —t; — &)

| pea

(e —to)ti—to)e)

en réduisant au méme dénominateur, nous obtenons

_&alt)
?3(t)
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_ (E—to)(t —tg — &) (=2t + 3t; —tg+¢)
s (E—to)(ty—to—€)(t, —ty +£)

6)

; _ ([t —t0)*(—2t + 3t; — t;) Lo
lim ps(t) = : 6 — 2P : = ¢(2),

Les 3 autres fonctions de base d’Hermite peuvent étre obtenues par des procédés
analogues. En effet; par exemple, la fonction de base 9, s’obtient en posant, au point
9) ci dessus,

Pe(to) =0, pe(to+€) =0, pe(t;) =0, pe(t, +¢) =

Les 2 derniéres fonctions (w0 et ¥) de la base des polynémes de degré 3 pour 'in-
terpolation d’Hermite s’obtiennent par symeétrie, en échangent #, et 4.

Exercice B:
1) Montrons que la différence divisée d'ordre un est symétrique

2) Montrons que la différence divi d’ordre 2 est symétrique 2 a 2

Pour montrer que la différence divisée est symétrique 2 & 2 il suffit de montrer que -
&%y (zo, 71, 23) = 6% (22, Ty, o) et 6%y (z9, 2y, T2) = 6%y (z1, 20, 23) en effet

sion a 8%y (zg, 2y, 7,) = 8%y (zg, 71, 7p) = 6% (21, zg, z2) alors on aura

&%y (21, 20, 22) = 8% (24, 29, ) = 6%y (%0, 22,21) = 8%y (21, 29, z9) .

MDﬂt.I"GHB que:ﬁzy (xﬂ'r Ty, IE} s 623" (:":3: Iy, .Z[r_}

Ezy {1’:2} xlsmﬂ} = Jy {zl,ﬁu) ) 63}" {I2szl} o5 ﬁy (.1"':2, ..Trl} —_ E'y {31’ z{}}
by (21, %3) — by (an, ) .
529’{-"-"21&.3-‘0]2 Y11, Ty D=1
Ly — Ip
Montrons que:62y (zg, 2, Z5) = E’y (21, zo, 22)
5%y (4, o, T3) = '534'.{1-'{1&2) — &y (x4, zg)

= 6%y (xo, 21, )

I — I
8%y (w1, 20, 2) = (2 imﬂ yfz;i > z:xﬂj ~ &y (-’»‘ihﬁu}J
§2y {xl,.xu} :[,'2) = 'Tz.i ml) Y {-"32] =V [:h;]li} :fgjm].] -y IDJ i 63!' {L"],J’T—'ﬂ}}
_ ylza) —y (z1) 1 il (1) =y (zg) (21 — Zp) by (@1, o)
6%y (21, 30, 2 Tz =1 (2 — x0) 3 Ty —Zp (z3—1x) (z3 — .-z:ﬂ)_ (g — 1)
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8y (1, (z1 — %) (z2 — Zo)
8%y (21, 20, 22) = ;_EE_:;:})_ + 8y (@0, 21) [(.1:; - zl:u} {m:- zo) (z2— x1) (22 — ID]]
by (z1,72) by (2o, x1) [{Iz — %) 5 (z1 — 7o)
(ra—z0) (z2—20) [(Z2—21) (22—%1))

-
=]

&y (z1, o, T2) =

d’'ol ﬁﬂy (Ihm'fh Ei) " bﬂy (Iﬂi Ty, Ii} :
donc on peut conclure que la différence divisée d’ordre 2 est symétrique 2 & 2
Exercice 9:

Cherchons les différences rela.twes aux tableaux suivants:
e Yy Oy & Yy &3 y

0 1
0
1 1 1
U]‘ 1 ; —L
y 12
4 1 , @
2
4 5
Dﬂﬁﬁg{ﬂ:}-l+ﬂﬂ{$—1)—§xz—]}{m-—E}
3 2
P3{I}-1--3:.3+4m —12::
oy Oy &y &y &'y
i) 1
1
s S 3
2 -1
(11) I AN
2 4 ~7 8
! 3
3 5 3
2
4 7

Don Py (z) = 1+:r+%:c[a:— 1) - %m{m— 1) (z - 2}+—é;-:{z-— 1)(z—2)(x—3)
Exercicel0:

1) Déterminons le polynome d’interpolation de Lagrange associé au tableau suivant:
k1 xe | uk
-21|2
-1{0
0 1
1 2

&

el I B =
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80it (1, ¥3, 3, ¥4) la base de Lagrange de PP; associée aux points zq, g, T3, T4.
Ps(z) = o1 (2) y1 + 02 () y2 + 03 () ys + pa () y4
Pi(z) = 21 (z) + 03 (z) + 204 ()

(Z—z)(z—a3)(z—2s) 1 3
o1 (z) = {-"-El —xz}}{f‘h —za})({xl —1-‘]4) - ?1:(.'3 Wi+l
et S I B b el ) €T — Iy s "
s (z) = (:-'Ex—zl}}g{rs—mz}]{(ma—ﬂ?) = 1 ; @+ (@+2)(@-1)
Ny T—=I)(T—x3) (T — x5 S
e () = B e = ~ (z+1) {:.-:+2}1
Pa(:n}-—-——x{:r—-l}{m+1}—%(.1:+1){:.-:+2}{a:-1J+§1—{:c+1)(9:—'-2}

3
Pa{."ﬂ] = —'51‘3‘-#- -r+1
2)Cherchons les différences relatives au tableau suivant:
ey by Sy &%

-2 2
-2

-1 0 3
1 7

0 1 0
1

12

le polynéme de Newton associé est le suivanli:
Q@ =2-2+D+ 3+ E+1) - tr@+1) =+

1 3
s (.‘I} = —_EIE + EI +1
4) Les deux polynémes sont égaux d’oll I'unicité du polynéme d’interpolation.
Exercicell:
1) Cherchons le polynéme d’interpolation P(z) de degré 2 associé & f aux points
0,1,2
On cherche P(z) tel que P(zx) = qq + 17 + agz? avec P(0) = 0, P(l)=1et P(2) =0
. P(1) =1 ay+a; =1 _ _
PL0) = 0=y P@2)=0 = { 20, +4ap =0 T =2 ay=-1
D'ot P(z) = -z + 22

) B() = f(z) ~ P(e) = 5:7(@)f® (&) aveo 7(s) = 2 (z — 1) (e  2) et &, € 0,7

3) On () = -—i;- cos -;E:r
3
dodE(z)] = |f(z) ~ P(e)i < 75 sup |oos Za fr (z)
z[0,2]
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|B(2)] = |f(@) - P@)] < | gz (@ - 1) (z - 2)

N O s
L’estimation de l'erreur pour z = 3 © est: 128
E.: = 0,242 ’

Calcul de 'erreur effective pour z = 2
I, ogor e ol 3B
f{§]~s1nz - et P{§}~4
V2 3
2 l:-'.rlLE" :Il-j

‘estimation de ’erreur est moins fine que 'erreur effective.

12
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