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Chapitre 1

Résolution numérique de systéemes
linéaires AX = B

1.1 Méthodes directes de résolution de AX=B

1.1.1 Exemples

1. Résoudre(S) : { 332 _T_Z z(z) Ii;

Par substitution

Ly —=x1=x

Ly 5 2x1=2—x1=1—>x=x1=1

Par combinaison de lignes

Li > x1—x=0
Ly=—IL,—L1 =220 =2-0=2—2xn=1=x

Par Inversion de la matrice

1 -1
() S D L
1 1 X 2
1 ! 1 1 1
_hoa—1_ I
detA=2A =Jet A comA 2<_1 1)
Si A lexistealors X = A~ !B
1 1
X1 _ E Y 0 _ 1
X2 _1 - 2 1
2 2
par méthode de Cramer




+13xp +5x3 +4x4 =0 L,
—2x3+5x4 =8 Lj

4x1 + 15x7 +3x3 — 17x4 = —18 L4
2. Résoudre (5') :
15 3

7.'X4 =14 L4
4 -17 X1 —18
0 13 5 4 X2 0
(5) =
0o 0 -2 5 x3 8
0 0 O 7 x4 14
Résolution par remontée ( en commengant par x4)
14
L4 — X4 = 7 =2
8—-5x2
L3 — X3 — % =1
—4x2- 1
L2—>x2:(0 ><13 5 x ):_1
—184+17x2-3x1+4+15x1
L1—>.X'1:( pn a 1 x1t X):7
3. Systéme triangulaire : cas général
UXy +upXo + -+ upxy = by Ly X1 b
ST - u22x2'+ et U Xy = b Ly v | _| b
UpunXn == bn Lﬂ Xn bﬂ
On supposeque uy, #0k=1,--- ,n
by
Xy =
Unn

Xp—1 = (bn—l - unnbn>/”n—1n—1
X = (bl‘ — Z;i?+1 uijbj)/uﬁ i=n-— 1, 1

Algorithme de résolution pour UX = B

by
Xn:
Unn
Pouri=n—-1a1l
xi:bi
Pourj=i+1lan
xi:xi—uijxj
Finj
Fin i

Remarques 1.1.1. Remarques :

1. La matrice U est dite triangulaire supérieure. Elle est inversible si tous les
termes diagonaux sont non nuls et det U = wu1y * g * - - - * Uy
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2. La matrice triangulaire inférieure se traite de facon similaire

3. le nombre d’opérations nécéssaires est :

nn—1) n(n—1)
2 2

multiplications, additions et n divisions soit au total n?opérations

1.1.2 Méthode de Gauss(avec et sans pivot)

Elle consiste a ramener un systéme linéaire de la forme AX = B ( A avec matrice
pleine) a un systéme de la forme UX = D puis a résoudre ce dernier.

Exemple 1.1.1. Résoudre

3x1+5x+2x3 =8 L,
(S): 4 Ox; +8x2+2x3=-7 L,
6x1 4+ 2x7 + 8x3 =26 Lj

Bx; +5x,+2x3 =8 LV =1,
Etapel: 0+ 8xp; +2x3 = —7 Lél) =1L,
0—8x+4x3 =10 LV = L5 — 2L,
3x + 50, +2x; =8 LY =1,
Etape2: 0+48x,+2x3 =7 LIV =L,
0+0+6x;=3 LY =1+ LY

1
D'ot: x3 = 5= (=7 —2x3)/8=—1etx; = (8—2x3 —5x)/3 =4

Méthode de Gauss sans pivot (cas général)

il st el = W)
G M ML
(S0) :
bt — b
0 ay)
Etapel : On suppose agl) # 0 et on pose m;; = %
1y
On remplace la ligne L 1( ) par L( ) = 1( - mﬂLgO) pouri=2,3,---,n
az(jl) = 61(10) —mj ﬂgj) i,j=2,3,---;n et b§1) = bfo) - mﬂbgo) i=23--;n
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On obtient alors le systeme (S ) suivant :

R L«
0+ a;lz)m + a%)xg, + -+ agq)xn = bgl)
(51) : .
0+ a,(fz)xz + a%)xg, + -+ afﬁ,}xn = bg,l)
1)
Etape2: A (1) o = ti2_
pe2 : A nouveau, on suppose a,, 7 0 et on pose m;, = )
P

On remplace la ligne Ll(l) par sz) = Ll(l) - mingl) pouri=3,---,n
az(]‘Z) = az(,‘l) —mizag‘) i,j=3,-,netb® =bM —mplVi=3,...n
On obtient alors le systeme (S;) suivant :

R R P P
0+ a(212)x2 + a%)x3 + -+ a(Z}q)xn = bgl)

(S2) : ) o
0+0—|—a£123)x3+---—|—a,(12n)xn = b,(f)

En supposant qu’a chaque étape on a a,(dlc) # 0, on poursuit la la transformation

jusq’a l'obtention d'un systéme triangulaire :

aﬁ)xl + agg)xz + -+ ag?q)xn = b(o)
0+ aglz)xz + 4 “(ziz)xn = bzl)

(Sp-1): .
P R e
0+0+0+---4+0+4+au, 'x, = by
(n—1)
On obtient alors la solution en commengant par : x, = % , Xp_1, " X1
al’li’l
Ecriture matricielle :
(0 0) 0) 4(0
”11) “52 ”gn bl)
etape 0: A0) = A =
S R



ar e
etape1: AN = 0y -o e iy 2
0 o by
0) (0 0) (0)
agl a%lz; P .« e aé{l) b%l)
stapen-: Al — [ O @z oo ay B
0 0 .
0 0 -~ 0 apV pny .
Matrices élementaires de Gauss
Soient les matrices 1
1 0 . 0
Ml = . . ’ Mk = . .
0 : — My 1k "
— My 1 .
0 —Mjq 1k 1

en posante; = (0,---,1,0,--+,0) " etmy = (0,--+,0, —mpy1x, -+, —Mux) |,
on obtient M, = I — mkekT et on vérifie facilement que My est inversible et que
Mt =1+ mye] .

On montre alors que :

Etape 1: A1) = M; A©)

Etapek: A®) = MAKD = MM _; --- MyM; AO)

Etapen-1:U = A" =M, 1--- MyM; A©)

Remarque 1.1.1. :
Le procédé suppose que tous les a,((',ifl) # 0. Si a une étape k on a a,({fl) =0
et s'il ya au moins un des al(.,f_l) #0(i=k+1,--- .n)on permute les lignes k et i

et on continue, sinon ¢a voudrait dire que la matrice A n’est pas inversible.

En utilisant la méthode de Gauss sans pivot, le nombre d’opérations nécéssaires

2 7
au calcul de la solution deAX = B estégal a: §n3 + Enz —-n

n(n—1)(2n+5) n(n—1)(2n+5) °

dont G multiplications

n(n+1)
2

La méthode de Cramer nécéssite environ n(n + 1)!opérations.

additions,

et divisions.

Par exemple




N 4 4 10
Gauss 62 115 805
Cramer 480 3600 399168000

Méthode de Gauss avec pivot
Exemple 1.1.2. Soit a résoudre le systeme
10710261 +x, =0
X1 — Xp = 0

La solution théorique est x; = x, = 1/(1 +1071%) ~ 1. Cependant, la résolution
du systeme par la méthode de Gauss donne des résultats différents selon qu’on
I'applique avec ou sans pivot.

i) Sion applique la méthode de Gauss sans pivot on obtient

(1)
4z 1 10
My = =~ = =10
21 agll) 10710
et
(S ) 10710X1 + X7 =0
: (—1-100)x, =101

qui donne pour solution approchée x; ~ 1etx; ~ 0.

ii) Si on adopte la stratégie du pivot partiel qui consiste a mettre en premiére
ligne celle dont le coefficient de x; est le plus grand en module alors on per-
mute les lignes pour obtenir le systeme

X1 — X2 =0
S

-10

Pour lequel my; = = 10719 et qui conduit a la solution approchée :

Xo ~1etx; = xo.

La méthode de Gauss avec pivot consiste a choisir a 1’étape k : a,((],fl) tel que
(k1) (k1) ‘
a = max |a,
‘ kk k<i<n ik

1.1.3 Factorisation LU

Théoreme 1.1.1. :
Si tous les a,({],ifl) # 0 alors la matrice A peut-etre décomposée sous la forme A = LU
oit U = A=Y est une matrice triangulaire supérieure

et L=M;'M;" - M1 est une matrice triangulaire inférieure
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Preuve:

1. M estinversible car det My = 1 pourk=1,--- ,n—1

2. M, lest de la forme de M en changeant les les termes —m; en my, , i =
k+1,---,n

3. (My—1My o+ Mp)"t=M "Mt ML

4. Le produit M; 'M; -+ - M, est une matrice triangulaire inférieure

1 0o ... . 0
—My 1 0
5. L= —msy —msy 1 0
1 0
—My1 —Myy o~y 1

Théoréeme 1.1.2 (Condition suffisante de la factorisation LU).

Soit A une matrice carrée d'ordre n telle que toutes les sous-matrices d'ordre k (k <
n) soient inversibles, alors il existe une matrice triangulaire inférieure L avec l;; = 1 et
une matrice triangulaire supérieure U telles que A = LU. De plus, cette factorisation est
unique.

Preuve:
Siay; # 0, la matrice a11 (d’ordre 1) est inversible, donc on peut choisir la matrice
de permutation égale a I'identité et appliquer la méthode de Gauss sans pivot a la
premiére étape. Supposons qu’on ait pu choisir toutes les matrices de permutation
égales a I'identité jusqu’a I'étape k, il s’ensuit que

i=1
AP = My 1My, MiA= [] MA.

i=k—1
Avec
K
“51)
0
Ay = g |
(N
o Y

11



: k k
1 5 ”gl) ;“gk)

- (Ek) é(k) (k)

=.|. kk.ook T aklakk ...... I akﬁ”'
N (k) (K (k)
ok ok f 1 L O o

en écrivant A sous forme de blocs et en effectuant le produit matriciel par blocs, on
obtient agll) X +ee X a,(i) = det(By).

Comme det(By) # 0 on a a,(i) # 0 et par suite on peut choisir a,&? comme pivot et
poursuivre le procédé.

Unicité

Supposons qu'il existe L1, Ly, U et U, telles que A = L1U; = LU, comme L et
Uy sont inversibles alors L, 1, = Uy 1

Ce qui impose L2_1L1 = Uzlll_l =Jletdonc L1 = Ly et Uy = U>.

—Xx1+xp+2x3 =2
Exemple 1.1.3. Résoudre (5') : 3x1—xp+x3=06
—x1+3x+4x3 =4

-1 1
Donc A = 3 -1 1
~1 4
-1 0 -1 0
onaM;=| 3 1 0), =M '=| -3 1
-1 0 1 1
-1 0 0 -10 0
OnaMp=| 0 1 0|, =M'=] 0 10
0 -1 1 0 11
-1 1 2 1 00
DoncU=MMA=| 0 2 7 |etlL=M'M'=[ -3 10
0 0 -5 1 11

Résoudre AX = B revient a résoudre LUX = B qu’on résoud en 2 étapes :

1. Y =Bdonney; =2,y =6+3y; =12 ety3 =4—y;— yo = —10

2. UX=Ydonnexzs = —— =2;x = =-Lxn=—2-4+1)=1




1.1.4 Factorisation de Choleski (matrice symétrique)

Théoreme 1.1.3. Si A est une matrice symétrique, définie positive, il existe (au moins)
une matrice réelle triangulaire inférieure L telle que A = LL.

Si de plus on impose aux éléments diagonaux de L d’étre strictement positifs, alors la facto-
risation est unique.

Preuve:
Remarquons d’abord que si A est définie positive, alors toutes les sous-matrices
d’ordre k sont inversibles. Le théoréme 1.1.2 permet d’affirmer 'existence de deux
matrices L et U telles que A = LU. Ce que nous cherchons ici c’est de factoriser en
utilisant une seule matrice L. Raisonnons par récurrence sur n.

Sik=1, A=uay; >0doncay; = /ai11.4/a11-
Supposons qu’on ait pu factoriser jusqu’al’ordre k — 1 et soit Ay une matrice d’ordre
k alors Ay peut s’écrire :

Aj_
AN (mk?_l """"""""""" ) avec A1 = Ly 1L ;.

Considérons alors la matrice Ly obtenue a partir de Lx_ et telle que :

Lt |l
L — e ol WS M. SUSS
¢ ( I lkk>

Le produit matriciel LyL,; donne:

_ 5_____________;___k_1z )
T4+ 12,

Par identification on obtient :

Ly = v (1.1.1)
Lyl , = A, (1.1.2)
M+ 12, = ay (1.1.3)

i) L'équation (1.1.1) permet alors de résoudre un systéme et d’obtenir la solu-
tion qui est le vecteur /.

ii) L'équation (1.1.3) permet d’obtenir la derniere inconnue du probléme, a sa-
Voir

lik = /axe — 171 et on peut choisir [y > 0.

Exemple 1.1.4. Soit A la matrice de Hilbert d’ordre 6, la factorisation de Choleski
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est donnée par A = LL" ot

1 05 033 025 02 0.16

0.28 0.28 0.25 0.23 0.2
0 007 011 0.12 0.13
0 0 001 0.03 0.05
0 0 0 0.004 0.01

0 0 0 0 0 0.0012

Remarque 1.1.2. L'implémentation de I'algorithme Choleski est donnée par la fonction
Matlab choleski

1.1.5 Factorisation de Householder (matrice unitaire )

Soit Py = I — 2wy woT une matrice élémentaire de Householder avec

wqy wy = 1. (1.1.4)

On cherche une matrice unitaire Py telle que

P()El = kel, (115)

pour tout vecteur a = (ay, - - - ,an)T, aveck € Rete; = (1,0, -- ,O)T.

P, est orthogonale c’est a dire P, Py = I et par suite, on doit avoir

(aTPOT) (Poa) = k> =a'a.

Soit k = + (aTa) 1/2 , les équations (1.1.4) et (1.1.5) donnent :

Poa=a— 2w0wga = ke; et parsuite ZwOw(Ta = —ke; +a = v,sionpose x = Zw(Ta.

On obtient awy = v, et comme on cherche wy tel que woT wo = 1,ilvient: a? =v' 0.

T

2 (%4
Parsuite Py =1 — oo =1—2—.
o2 vlo

Remarques 1.1.2. i) Le choix de k se fait au signe prés , on peut choisir le
signe +.
ii) Le méme procédé peut étre appliqué pour obtenir une matrice

P = I — Zwkw;{r avec wy = (0, ,0, Wip1k, -+, Wy) |

On a constaté que Py peut étre décomposée sous la forme

I | 5 SN
P = <———k ------ 13 ------- > " avec D = I,y — 2@, (voir paragraphe ??).
k

iii) La factorisation de Householder permet d’écrire :
Py 2Py 3 PIPyA = U,

ouencore A = QU avec Q = PyP; - - - P,_» une matrice orthogonale.

14



1.2 Méthodes indirectes de résolution de AX=B

1.2.1 Quelques rappels sur les matrices

Soit A = (a;j)1<i,j<n une matrice carrée.
1. A est dite a diagonale strictement dominante en colonnes si elle vérifie :

i=n

Y aij| < aj

i=1,i#]

,1<j<n

2. A estdite a diagonale strictement dominante en lignes si elle vérifie :

j=n
Y, Jaij| <lai] ,1<i<n
=Tt

3. Une norme matricielle ||.|| vérifie les 4 propriétés suivantes :

i) |A| =0 A=0

ii) ||AA]| = |A]||A| pour tout A € R

iii) || A+ B[l < [|A[l+|[B]

iv) [|AB]| < [[A]l[|B]]
4. (I+ B) estinversiblesi ||B|| < 1etdeplus ||(I+B)™!| < %HBH
i ANl = maxq<jc, X2 |aij]

p(A) = maxi<j<y |Ai(A)]| est dite norme spectrale (A;(A) : valeur propore de
A)

5. [|Allo = maxi<i<n ¥ |asj

1.2.2 Méthodes classiques(Jacobi, Gauss Seidel, Relaxation)

Pour résoudre le systeme
Ax =D, (1.2.1)

on utilise des méthodes, dites indirectes, du type
x*D) = 740 4 ¢ (1.2.2)

ou T est une matrice obtenue a partir de A et c un vecteur dépendant de A et B
On écrit A sous la forme A = M — N

En supposant M inversible, 'équation (1.2.1) donne : x =M 'Nx+M~'b

et ceci suggere le procédé itératif du type (1.2.2) avec T = M 'NetC= M"'b

Il ya plusieurs fagons d’écrire A sous la forme A = M — N

Dans le cadre de ce cours on se limitera aux cas les plus utilisés a partir de: A =
D-L-U

15



— Méthode de Jacobi: M = D,N = L+ U.

— Méthode de Gauss-Seidel : M =D — L, N = U. .

— Méthode de relaxation: A = A(w) = M(w) — N(w), avec M(w) = ED —L,
1-—w

N(w) = ——D — U ol w est un scalaire.
w

Définition 1.2.1. :
Une méthode de type (1.2.2) est dite convergente si pour tout x(?) initial on a :

lim x*) = x
k— o0

Si une telle limite existe, alors elle vérifie :
x=Tx+c

Définition 1.2.2. :
On appelle erreur de la méthode (a la k™ itération) la quantité :

o® — 50 _ 5

Avec e(®) = x(0) — x on obtient eF) = Tke(©)

la méthode est convergente si lim TF = 0
k—o0

Méthode de Jacobi :

Si A = (a;j) la méthode de Jacobi consiste a choisir ; M = D = diag(a;;) et
N = L+ U = (—ajj);+le schéma itératif est comme suit :
xE) = YL+ U)xW + Db =T)x® + ¢
La matrice T; = D~!(L + U) est dite matrice de Jacobi associée a A
Si x(9) est le vecteur initial donné, I'algorithme de Jacobi est de la forme :
]

- N
) aijx§)+%;i:1,~--.,n
j=Lj#i @i

NSV
aii

Explicitement, on obtient :

k+1 k k
anxg 1) = —ﬂlzx(z - al?’lx7(’l ) +b

k k k
Y = a9 1w,

Une condition suffisante pour que la méthode de Jacobi converge est :

p(Ty) <1 ou [ITj|,, <1
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Méthode de Gauss-Seidel :

Pour cette méthode, les matrices M et N sont données par: M = D — L (supposé
inversible) et N = U ou D, L et U proviennent de l'écriture A = D — L — U, le
schéma itératif est comme suit :

(D — L)x"™ D = ux® 4+ p (1.2.3)

ou encore
xk+1) — (D L) 1) + (D — L)_lb (1.2.4)

en explicitant (1.2.3) on obtient :

k+1 k k

auxg ) = —ﬂlzx(z ) — = alnx£1 ) + bl
k+1 k+1 k k

Elzzxg ) = —ﬂzlxg ) — ﬂngé ) — = asz,(q ) + b2
k+1 k+1 k+1 (k (k

aiixg )= —ai1x§ ) o az‘z‘—le_l )~ ﬂii+1xi+)1 — a1y
k+1 k—+1 k+1

annx£z ) = _anlxg o annflx,gfl ) + bn

La matrice Tgs = (D — L)~ !U est dite matrice de Gauss-Seidel associée a A

Théoréme 1.2.1. :
Si A est une matrice carrée a diagonale strictement dominante en lignes alors

la méthode de Jacobi converge

Preuve:
Si A est une matrice carrée a diagonale strictement dominante en lignes alors
Cy=n y y '
Ona-Z]‘:1 ]751 ‘au‘ <lai| ,1<i<n (%)

ou encore : 2 |Z] 1]#!511‘]“ <1,1<i<n
—;
Par ailleurs Tj = D~(L + U) = (t;j) avec t;; = ( p Tysii#jett; =0
i
I Y lil=max L ¥
Ty = max = max a;i| <1
* isisn 5 i 1<i<n ]all|] i Y

Exercice :
Montrer un résultat analogue avec preuve similaire si A est strictement

dominante en colonnes
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Théoréme 1.2.2. :
Si A est une matrice carrée a diagonale strictement dominante en lignes alors

la méthode de Gauss-Seidel converge

Preuve :
on montre que || Tgs||, = ||(D —L)~'U|| . <1 en passant par:
T
7). = max 1T Xl
A0 [|x[| o

Onposey =Tx =(D — L)~ 'Ux
qui donne (D — L)y =Ux et Dy =Ly+Ux ou encorey =D~ 'Ly+D~1Ux

Soit k I'indice tel que |yx| = maxi<i< |vi| = ¥l = 1T &
i=k—1 _ j= —
Onayy = Z;‘:1 (D 1L)k]'yj+2;‘:2+1(D U)gjxj
. i—k-1 || j=n o]
dou |y <Y L NI g i L %
el < X 2 ¥l + Xickin 2] 1%l o
=1 |axi] | Iy jon o]
et: (1-y/=  —L I N ——
O et ) Tl = Tkt Tag
j=n o]
j=k+1 T
soit enfin : 11l < 25 <1
Xl o (1-y/=1 \”kﬂ)
=L Jag

Meéthode de relaxation

Si on considere des matrices M et N dépendantes d"un parametre w on obtient :
A= M(w) — N(w)
1 1-w
avec M(w) = —D —L et Nlw)=—-D+U
w w

T(w) = (%D—L )-1(1_7‘“D+U) et c(w) = (&D—L )~1h

T(w) = (I —wD 'L )71 ((1 — w)[ + wD~'U)
Remarques 1.2.1. :
— Si w =1, on retrouve la méthode de Gauss-Seidel.

- Si w > 1, on parle de sur-relaxation.
— Siw < 1, on parle de sous-relaxation.

Théoréme 1.2.3. :
Condition nécessaire de convergence de la méthode de relaxation : 0 < w < 2
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Preuve:

T(w) = <$D - L) o (1_7‘”13 . u)

Si les valeurs propres de T(w) sont notées A;(w) ona:

n det (1=20+u) n
det(T(w) = [T M) = — (o) - (1-w)"

Dot p(Ty) > [[1— w|"]" = |1 - wl.
Pour que la méthode converge, il est nécessaire d’avoir p(T(w)) < 1 et par consé-
quent |1 —w| < 1douw €]0,2][.

1.3 Exercices

Exercice 1.3.1. On note ¢, = (0,---,0,1,0,---,0) le transposé du k" vecteur

canonique de R" , A = (a;j)1<i,j<n

et ka — (0, .. /O/_mk+1,k/' .. /_mn,k); mi,j = —',1 — ]',. ..

i,i

1. Montrer que les matrices élémentaires de Gauss My peuvent s’écrire sous la
forme My = I 4+ my, ekT

2. Vérifier que Mk_1 =1—my e’

3. Montrer que :
(I+m1 €1T) (I—f—mZEzT)"' (I—I—mn_l en_lT) = (I+7’l’l1 elT —|—mZ€2T+"'
+imy_ye,y)

4. Application : On consideére le systéme lineaire : (S1) : AX = B

1 00 X
avec A = 1 11 ; X = y et B= 1
01 2 z -1

a) Donner les matrices de Gauss M; et M, qui permettent de transformer
(S1) en un systeme (S;) de la forme UX = D ou U est triangulaire
supérieure

b) Vérifier que My = I + my ¢,” pourk = 1,2

¢) Vérifier que My My = I +my e1l +myept

d) Déduire M; ', M; ' et M, 'M;?

e) Décomposer la matrice A sous la forme A = LU ou L est triangulaire

inférieure
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f) Résoudre le systeme (S;) par la méthode LU

Exercice 1.3.2. Soit L la matrice triangulaire inférieure d’ordre n donnée par :

1 0 0

-1 1 0 0
L= -1 -1 0

-1 -1 -1 1

1. Calculer la jeme colonne de L™},

2. Montrer que ||Al|; A7, = n2"?

Exercice 1.3.3. On cherche a résoudre le systeme Ax = b par les méthodes directe
et indirecte.

Soit A = (a; ]‘)]Sl‘, j<n une matrice carrée vérifiant les conditions suivantes :

a; >0 ,1<i<n

;<0 ,1<i#j<n

Yija;>0,1<i<n

Soit D la matrice diagonale (d;; = a;; etd;; =0 sii # 7)

1. Montrer que la matrice A vérifie : Z;lej# |ai]-| <laz| ,1<i<mn (%)

2. Donner l’expression du terme général de la matrice A(Y) obtenue apres la
premiére étape du procédé de d’élimination de Gauss sans pivot

3. Montrer que la matrice B d’ordre (1 — 1) obtenue a partir de A1) en enlevant
la premiere ligne et la premieére colonne vérifie une la relation similaire & ()

4. Ecrire le schéma itératif de Jacobi x**1) = Txk) 4 C

(T étant la matrice de Jacobi associée a A )

5. Expliciter les composantes xEkH)en fonction de celles de x*) et de C

6. Montrer que la méthode de Jaobi converge (|| Al|,, = maxi<i<y Z;j laij| <1
)
7. Application :

3 -1 -1 1 1
On donne A = -1 4 2 1|,b=11|,x9=
-1 -3 5 1

a) Donner la matrice T de Jacobi associée a A

b) Calculer la 1" itération x(1) obtenue en utilisant la méthode de Jacobi
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Exercice 1.3.4. Soit A = (a;;) une matrice carrée inversible dont les éléments diago-
naux sont non nuls. A est écrite sous la forme A = D — L — U ot D est une matrice
diagonale et L (respectivement U) est triangulaire inférieure (respectivement supé-
rieure).

Pour résoudre le systeme Ax = b, on utilise la méthode itérative suivante :

n i1
“iixz(kﬂ) = ﬂiixfk) +w <bi -y Elijx;k)> +rY a (xﬁ-’ﬂ _ x§k+l)> /
j=1 j=1

ol r et w sont des réels fixés (wnonnul ) etk =0,1,---

1. Montrer que la méthode proposée peut s’écrire sous la forme matricielle :
) = M(r, w)x® + c avec : M(r,w) = (D — rL)~Y(aD + bL + ell)
oua, b etesont des réels qu'on exprimera en fonction de r et/ou de w.

2. Vérifier que cette méthode permet d’obtenir les méthodes de Jacobi, Gauss-
Seidel et de relaxation pour des choix appropriés de r et w.

3. Montrer que les valeurs propres de M(r, w) sont les racines de I’équation :
det(aD — BL—wlU) =0aveca=A4+w—1letf=(A-1)r+ w.
Exercice 1.3.5. Soit A une matrice symétrique définie positive et T la matrice définie
par: T =2D"1— D 'AD~!. On suppose que 2D — A est définie positive.
1. Montrer que la méthode de Jacobi appliquée au systeme Ax = b converge .
2. Soit la méthode itérative suivante :
x(©) donné
2+ = 200 4 T (b — Ax™)

Montrer que cette méthode converge et comparer sa vitesse de convergence a
celle de la la méthode de Jacobi.
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Chapitre 2

Approximations des solutions de
’équation f(x) =0

2.1 Rappels et notations

Définition 2.1.1. :

Soit k un réel strictement positif et ¢ une fonction définie sur un intervalle [a, b] de
R a valeurs dans R. La fonction g est dite Lipschitzienne de rapport de k (encore
dite k— Lipschitzienne) si pour tous x et y de [a,b] ona: [g(x) — g(y)| < klx — y|.

Définition 2.1.2. :
Soit ¢ une fonction k—Lipschitzienne sur [a, b]. La fonction g est dite contractante
de rapport de contraction k si k €]0, 1].

Exemple 2.1.1. :
La fonction g(x) = sin(x) est Lipschitzienne de rappport k = 1

Exercice 2.1.1. :

1
Montrer que la La fonction g(x) = 3 cos(x) est Lipschitzienne et déterminer le
rappport k
Définition 2.1.3. :

Soit g une fonction définie sur un intervalle [g, b] de R a valeurs dans R la fonction

g est dite uniformément continue sur [, b] si:

Ve >0,dntelque V¥ xetyde [a,b] vérifiant | y — x| < n, onait [g(y) —g(x)| < ¢

Remarque 2.1.1. :

Toute fonction Lipschitzienne sur [a, b] est unfiormément continue sur [a, b].
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Théoréeme 2.1.1 (des Valeurs Intermédiaires).

Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle fermé borné [a, b] de R.

Alors pour tout réel O appartenant a f([a , b)) , il existe un réel c € [a, b] tel que 6 = f(c).
Side plus f est strictement monotone alors le point c est unique.

Théoréme 2.1.2 (des Valeurs Intermédiaires cas particulier 6 = 0).

Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle [a, b] et vérifiant f(a) x f(b) <0,
alors il existe un réel ¢ € [a,b] tel que f(c) = 0.

Side plus f est strictement monotone alors le point c est unique.

Théoréeme 2.1.3 (de Rolle).
Soit f une fonction définie sur [a,b] et a valeurs dans R. Si f est continue sur [a, b],
dérivable sur |a, b] et vérifie f(a) = f(b), alors il existe un réel ¢ €|a, b[ tel que : f'(c) =0

Théoreme 2.1.4 (des Accroissements Finis).
Soit f une fonction définie sur [a,b] et a valeurs dans R Si f est continue sur [a, b] et
dérivable sur |a, b[ , alors il existe un réel ¢ €)a, b| tel que :

f() = f(a) = (b—a) x f'(c).

Théoreme 2.1.5 (Formule de Taylor).
Soit f une fonction de classe C" sur [a, b] dont la dérivée f"+1) est définie sur ]a, b[ , alors
il existe un réel ¢ €|a, b[ tel que :

1

f() = f(a) + (b—a)f'(a) + ---%(b —a)"f"(a) + m(b —a) (),

Théoreme 2.1.6 (Formule de MacLaurin).
Soit f une fonction de classe C" sur un intervalle I contenant 0 et telle que f\") soit déri-
vable a 'intrérieur de I . Alors Vx € 1, il existe un réel c strictement compris entre O et x

tel que :
1 1 1
— (1) =2 = L ng(n) n+1 g(n+1)
f(x) = f(0) +xf (0)+2!xf (0)+...n!xf (0)+7(n+1)!x f (c).
Définition 2.1.4. :

Soit 8 un réel et f une fonction définie sur un intervalle I de R et a valeurs dans R.
O estditzérode fsif(6)=0

Définition 2.1.5. :
Soit 8 un réel et ¢ une fonction définie sur un intervalle I de R et a valeurs dans R.
0 est dit point fixe de g si g(0 ) = 6.
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Lemme 2.1.1. :
Soit I unintervalle de R et f une fonction définie sur I et a valeurs dans R .
Alors la recherche des zéros de f est équivalente a la recherche des points fixes de la fonction

g définie sur I par : g(x) = x — f(x)

Preuve:
En effet, si f(6 ) = 0 alors g(68) = 0 — f(0) = 0 et inversement, si g(6) = 6 alors
F(0)=60—g(6) =0—6=0.

Lemme 2.1.2. :
Soit g une fonction de classe C! sur [a,b] . Sil existe un réel k > 0 tel que : |¢'(x)| < k

Vx € [a, b] alors la fonction g est k—Lipschitzienne sur [a, b].

Preuve:
Il suffit d’appliquer le théoréme des accroissements finis a la fonction g sur [x, y]
avec x < .

Donc il existe ¢ €]x, y[ tel que: ¢(y) — g(x) = (y — x)g'(c) et comme ona: |¢g'(c)| <
kil s’ensuit que : [g(y) — g(x)| < k|x — y|

Définition 2.1.6. :
Soit (1) une suite admettant pour limite 6.
On appelle erreur de la n°™* étape le réel défini pare, = u, — 0

Définition 2.1.7. :

On dit que la convergence de (u,) vers 0 est d’order p si :

len1]
en|?
Sip =1 (avec C < 1) la convergence est dite linéaire

lim, o = C ou petCsontdesréels >0

Si p = 2 on dit que la convergence est quadratique.

Remarque 2.1.2. :

L'ordre de convergence p n’est pas nécessairement un entier.

Définition 2.1.8. :

On dira que le réel § est une approximation du réel o avec la precision ¢ si :

laa — 6] < e.

En particulier, on dira que le terme u,, d"une suite (u,) approche la limite 6 avec
précision ¢ si |u,, — 0| <.

Exemple 2.1.2. :

1
la suite (u,) = (E> tend vers zéro quand n tend vers l'infini.

1
Si on veut une précision ¢ = 10!, il suffit de prendre ng tel que . < 10~ 'ou
0
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encore ng > 10

. . . . 1
mais si on exige une precision de 10~° alors on doit prendre g tel que — < 107>

1o
ca.dng > 10°

Remarque 2.1.3. :

Il estimportant de saisir la notion de vitesse de convergence. Par exemple, les suites

1 1 P . .
(=), (=5), (=) convergent vers zéro quand 7 tend vers l'infini mais la vitesse de
n n

convergence differe d"une suite a l'autre.

Théoréme 2.1.7. :

Soit ¢ une fonction k—contractante sur [a,b] et a valeurs dans [a,b] , et (uy,) la suite
récurrente définie par :

ug € [a,b], ug donné et u, 1 = g(uy,) pour tout n > 0

Alors :

1- la suite (u,) converge vers un réel 0

2- la fonction g admet un point fixe unique
n

3- Pour tout n € N*ona: |u, — 0| <

1_k’ul —M0|

Preuve:
Tout d’abord, comme ug € [a,b] et que g : [a,b] — [a,b] , ona u, € [a,b] pour tout
ne€N.
Ensuite, le fait que g soit une fonction k—contractante implique que :

|pi1 — un| = |g(un) — g(up—1)| < kluy — t,_1| pourtout n > 1.
Par conséquent on obtient :

|tp1 — up| < K"|uq —ug| pourtout n >0 (2.1.1)

A l'aide de 'inégalité 2.1.1 on montre que la suite (u,,) vérifie :

1
[Untp — tn| < mknwl — g

En effet : Pour tous p € N*etn € Nona:

’”n—s-p —uy| < |”n+p - “n+pfl| + ’”nﬂﬂfl - “n+p72’ +ftnga = | + [up1 —
S kn+p_1’1/l1 — M0| +kn+p_2’1/l1 — u0|.. —|—kn+1’1/l1 — M0| —|—kn’1/l1 — u0|
1—kP
< T g —
S 9% [u1 — uo
< X K —u| (2)
- 1—k
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L'inégalité (2) nous permet de prouver que la suite (1, ) est de Cauchy. En effet :
Comme k" ——— 0 alors pour tout ¢ > 0, il existe n tel que pour tout n > ny on

n—+o00
— 1
ait: k" < ———¢ etparsuite: ——k"|u; —up| <e
_’I/ll—u0| p 1—k ’ 1 0|_
Donc pour tout € > 0, il existe ng tel que pour tout n > n( on ait :
1-k
g — 1] <RI <
e |ty — ug

La suite (u,) est donc de Cauchy et par conséquent elle converge vers une limite 6.
Comme la fonction g est continue sur [4,b] , que u,, 11 = g(u,) et que

u, € [a,b) VneN

alorsona: nh_)n(r)lo U, =6 =g(0) c-a-d: 6 estun point fixe de g

Unicité du point fixe :

Supposons que g admet un autre point fixe « different de 8 alorson a:

|g(a) — g(0)| = | — 6] < k|ax — 6] ou encore (1 — k)| — 0] < 0 mais comme k < 1,
alors @ = 6 ;

k
Enfin, en faisant tendre p vers I'infini dans I'inégalité |u; 4, — 1| < % lur — uol,

on obtient : .

k
1—k

Théoréme 2.1.8 (condition de convergence locale).

|u1 —up| Vn e N*

Soit g une fonction de classe C1 au voisinage 0 . Si ¢(0) =0 et |¢'(0)] < 1,

alors il existe € strictement positif tel que :

Vug € I = [0 —¢,0+¢|, la suite (u,) = (g(un—1)) est définie et converge vers 0,
l'unique solution de g(x) = x dans I,

Preuve:
Puisque ¢ est de classe C'au voisinage de 0 et que |¢’(0)] < 1
ona:|g’(x)] <1 Vxau voisinage de 6.
Par consequent, il existe ¢ strictement positif tel que :

Vxel, |¢(x)] <1

et puisque g’ est continue sur le fermé borné I, ,
on déduit qu'il existe k €]0, 1] tel que :

Vxel, |[¢(x)]<k<1

Pour appliquer le théoréeme, il suffit de vérifier que : g(I.) C L.
Or, par application du théoréme des accroissements finis on a :
Vx eI, |g(x) — 6] < |x— 06

Remarque 2.14. :
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- Si|g'(8)| = 1, la suite peut converger ou diverger
- Si|g/(6)| > 1 etsila suite possede une infinité de termes différents de 6 , alors
la suite ne peut converger.
En effet, si on suppose que la suite converge vers 6 on obtient :
Upt1 — 6 = (u, —0)g'(cn) avec ¢, compris entre u, et 6 et de la on aboutit a une
contradiction en supposant que u, est assez proche de 0 de telle sorte que :
8"(cn)| 2 1= [uny1 = 6] = fun — |

Théoréme 2.1.9. :

Si la suite récurrente définie par : ug € [a, b], ug donné et u, 1 = g(u,), Vn > 0, converge

linéairement vers 0 et si g est de classe C! sur [a, b], alors C = lim |e’,;:|1] = |¢'(0)].
Preuve:

11 suffit d’appliquer le théoreme des accroissements finis :
lens1]| = |uns1 — 0] = [g(un) — g(0)| = |(un — 0)g'(cy)| et de 1a on obtient

. €n ;
tim 21— i o/ (e)] = 12/00)]

—00 ’en| —00
Remarque :
On veut résoudre numériquement 1'équation f(x) = 0. On constate qu’il existe
plusieurs fagon d’écrire cette équation sous la forme d’un probléme de point fixe
c’est-a-dire sous la forme g(x) = x. Par exemple on a les trois écritures suivantes :
x2—2x—3=0=x>=2x+3

= x=g1(x) =£V2x+3 (2.1.2)
X2 —-2x—3=0=2x=2x%2-3
x2 -3
x2—2x—3:O:>x2:2x+32 3

Les trois équations 2.1.2, 2.1.3 et 2.1.4 admettent pour points fixes —1 et 3. Pour la
convergence locale ou globale il faut étudier [g}(x)|, |g/(—1)| et |g}(3)] i=1,2,3

2.2 Méthode de Newton :

f(x)
fr(x)’

En prenant la fonction g définie par: g(x) = x —

on obtient le procédé de Newton donné par :

xo donné , x,11 = xy, fxn) pourn >0 avec f'(x,) #0

- f'(xn)
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Théoréeme 2.2.1. :

Soit une fonction de classe C* sur |a, b] satisfaisant les conditions suivantes :
i) f(a).f(b) <0

i) Vx € [a,b], |f'(x)] #0

iit) f" est de signe constant sur [a, b] ( convexité ou concavité)

@, If)
VIF@ < o)

Alors la méthode de Newton converge vers I'unique solution 0 de f(x) = 0 dans [a, b] et

<b-—a

ceci pour n’importe quel choix de xq € [a, b].

Preuve:
Considérons le cas f(a).f(b) <0, f/(x) < 0et f’(x) <0
D’apres i) et ii) , il existe une solution 6 € [a, b] qui verifie :

Xpi1—0=x,—0+ M _ l(xn )2 £(c)

f'(xn) 2 f'(xn)

Par conséquent, le signe de x,, 11 — 6 est celui de f”(c) f'(xy).
Si f'(x) < 0et f’(x) < 0alors x,41 > 0 pour toutn > 0, (x,) est donc minorée

avecx, <c <@

par 0 a partir de x;
Pour montrer que la suite (x,) est décroissante, on distingue deux cas :

f(xo)
f'(x0)

X
f (%0) > xp et on montre que x,1 < X, pour tout

 flx) T

1. Si xg >0, x1 = x9—

n>0

< xp et on montre que x,1 < x, pour tout

2.8 xg< 0, x1 = x
n>1

Exemple 2.2.1. Considérons I'équation f(x) = x> +4x>~10=0, x> 0Ona f
une fonction strictement croissante ( car f' = 3x% + 8x > 0 sur |0, +oo[) et comme
f(1) = =5 et f(4) = 118 donc d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires f
admet une seule racine dans I'intervalle [0; 4]. Soit xy = 3.9 . la solution est donnée

par la figure (2.1) :
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la fonction f(x)=><3+4*x2710
120 T T T
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f(x)
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FIGURE 2.1 —1a solution est x = 1.3652

2.3 Méthode de Newton modifiée :

En prenant la fonction g définie par: g(x) = x — fj:((j:)) , f(x0) #0
0
on obtient la méthode de Newton modifiée comme suit :
Xn
f'(x0)

on montre alors que cette méthode est d’ordre 1.

xo donné , x, 11 = x, — pourn >0
Autres modifications de la méthode de Newton peuvent etre obtenues en prenant
f'(Xg(n)) pour des valeurs intérmédaires.

24 Méthode de dichotomie :

Soit une f fonction définie continue sur [a, b] vérifiant f(a)f(b) < 0.
La fonction f admet donc au moins un zéro 0 € [a, b].
La méthode de dichotomie consiste a approcher 8 par encadrement, en réduisant a
chaque étape la longueur de l'intervalle de moitié selon 1’algorithme suivant :
Etape 1

ag+b ) . , .
On pose ag = a et bp =Db on pose cy = % puis on teste si cp = 0 c’est terminé,

sinon :

Si f(ao)f(co) < Oalors @ € [ag,co] on pose alors a; = ag et by = ¢
. ay + by

puis c; =

Si f(bo)f(co) < 0alors O € [co, by] on posealorsa; = cgetb; = by
. a1 + by

puis 1 = T
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by — b—
Aprés cette étape la longueur de [a1, b;] est égale a 0 5 200 5 4

Etape 2
on recommence le procédé de I'étape 1.
Etape k
A chaque étape k du procédé, soit on tombe sur un ¢, = 6 soit on diminue la

longueur de l'intervalle de moitié.

Théoreme 2.4.1. :
Les ay. , by et ci satisfont les propriétés suivantes :

1- [ags1, brga] C [ag, by
by —ax _ bp—ag

2-bg1 — g1 = 7 = o
3- La suite (c) converge vers 6
b—a
4- ’Ck—9’ < ST
Preuve :
ar + by
1- Pour k >0ona Cr = et [akH,ka] = [ak, Ck] ou [ak+1,bk+1] = [Ck, bk]
Donc [ax11, bxr1] C [ag, by
. by — ax )
2- On a par construction byy1 — a1 = Nl montrons par récurrence que :
b—a
bk 7 ﬂk = 7

Pour k = 0 la relation est vérifiée .
¢ . 1 —a
Si on suppose que la relation est vraie a 'ordre k ( by — a; = 7) alorsona:

1 1b—a b—a
b1 — k41 = (bk—ﬂk) 5 ok pk+l
ay + by

3- Par construction 6 € [ag, b et ¢x = est le milieu de [ay, by]
by—ar b—a
2 - 2k+1

En d’autres termes,ona: 0 —

Donc [¢x — 6] <

b—a
2k+1 F<a <0+t Pasy

b—a
et comme LT ——— 0 on déduit que ] hm k=20

Remarque 2.4.1. Le théoreme précédent permet de calculer a I'avance le nombre maximal

n € N d’itérations assurant la précision €, en effet

e b—a
Pour que c, vérifie |c, — 0] < an a la n™e itération, il suffit que n vérifie : TES! <e¢
On a alors : -
a
’ 9| < on+1 s¢€

IN

donc —— b- b <o bT <2l = 10g(b . a) (n+1)log(2)
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— log(b —a) —log(e) 1<n

log(2)
Exemple 2.4.1. Soit f(x) = x® +4x2 — 10 = 0 . On vérifie graphiquement que f
admet une racine réelle dans l'intervalle [1;2] et que la méthode de dichotomie est

applicable (voir figure (2.2)).

la fonction f(x)=x3+4x2710
14 T T

12r

10F

f(x)
o N S (=] ©

4

-6

FIGURE 2.2 - f(1).f(2) <0

Pour trouver une approximation de cette racine on peut utiliser la méthode de di-
chotomie avec une précision = 10~1°

on a les résultats suivants : n (numérique) = 33 n (théorique) = 32.219281
x = 1.3652300134  f(x) = —2.378897e — 011

2.5 Meéthode de fausse position ( Regula Falsi) :

Au lieu de prendre a chaque étape c; qui est le milieu de l'intervalle [ay, by], la
méthode de fausse position prend le point d’intersection de 1’axe des abscisses avec
la droite passant par (ay, f(ax)) et (by, f(bx))-

L’équation de cette droite est donnée par :

x—a_ y—fa)

b—a  f(b) - f(a)

Elle coupe I'axe des abscisses au point : My (c, 0) ott: ¢, = ax + f(ax)

ax — by

flax) — f(br)

En suite on procede comme dans le cas de dichotomie en testant :

Si f(ax)f(ck) < 0alors 0 € [ay, ck] onpose alors ay 1 = ag et by 1 = ck

Si f(br)f(ck) < Oalors @ € [ck, by] on posealors ay.1 = ¢k et by1 = by

puis on cherche a nouveau la droite passanrt par (a1, f(ax+1)) et (b1, f(brr1))
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Exemple 2.5.1. :

Considérons l'équation f(x) = x> —20 = 0 comme f(0.75) = —19,578125 et
f(4.5) = 71,125 alors f(0.75).f(4.5) < 0 donc on peut appliquer le méthode de
fausse position ( Regula Falsi) dans l'intervalle [0.75;4.5]. La solution est donnée
par la figure (2.3) :

120

100

80

f(b)

60

40

20

. ;
" o / |
0

FIGURE 2.3 —x = 2.7133

2.6 Exercices

Exercice 2.6.1. Considérons la suite récurrente (u,) définie par : 0 < up < 1 et
Upy1 =h(u,)Vn >0
ot h est donnée par 1'équation logistique h(x) = rx(1 — x)

1. Montrer que sir €]0,4] alors 0 < u,, <1Vn >1

2. vérifier que 0 est un point fixe trivial de & et trouver l’autre point fixe 6

3. A quelles conditions sur r la suite (u,) converge-t-elle vers les points fixes 0

et 0?

Exercice 2.6.2. Soient g1, g2, g3 et g4 les fonctions définies par :

x(3A — x? 1 A 3A
s100 = 20~ VA (1) = ) e = Lt D) et i) = Sy
3x  x°
T8

1. vérifier que les quatre fonctions admettent v/A comme point fixe

2. Ecrire les formules de Taylor a l'ordre 3 au point v/ A pour les quatre fonctions
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3. On considere les suites (x,,) , (yx) , (un) et (v,) définies par :
Xnt1 = 81(%n) , Yn+1 = &2(Yu) , Unt1 = g3(un) et vyp1 = h(v,) puis on
pose :
n = \/Z_xnrgn = \/Z—yn/dn = \/Z—unet(sn = \/Z—Un
Trouver l'ordre de convergence et la constante d’erreur asymptotique dans
chaque cas, c.a.d:

e o lenir| . leni1| . lenr|
nl_)Oo e C1, nl_)oo Ten |72 Co, 7}1_{{)10 Ten P> Cs, nll_{{.lo Ten [P Ca,
ou p; et C; sont des constantes > 0

4. Conclure.

Exercice 2.6.3. Soit p un entier > 2 et f et g les fonctions définies sur R} par :
g(x) = Ax'7P et f(x) = x+ A(g(x) — x)
1. La suite x,,+1 = g(x,) converge-t-elle vers Al/r?

2. pour quelle valeurs de A a-t-on convergence de l'itération x,11 = f(x,) vers
Al/p

3. Donner la valeur optimale de A ( c.a.d celle qui donne la convergence la plus
rapide)

4. Comparer avec la méthode de Newton appliquée a la fonction h(x) = x¥ — A

1
Exercice 2.6.4. Soient f et ¢ les fonctions définies sur R par : g(x) = = cos(x) et

1 4
flx) =x— i cos(x)

1. Montrer que la recherche des solutions de f(x) = 0 est équivalente a la re-

cherche des points fixes de g, vérifier que de telles solutions existent et étudier
l"unicité
2. Montrer que la suite récurrente définie par: 1y € R, 1,41 = g(u,) ¥n > 0 est

convergente

3. Cette convergence depend-elle du choix de 1(?

Exercice 2.6.5. Soit f la fonction définie sur R par: f(x) = x® +x — 1
1. Montrer que la fonction f admet un zéro 6 dans [0, 1]
2. Ecrire la suite (x,) obtenue a partir de la méthode de Newton

3. Etudier sur [0, +oo[ le signe de la fonction h définie par : h(x) = 2x3 — 30x% —
1-0

4. On suppose que xq € [0,1]

i) Montrer que x, € [0, 1] pour toutn > 1
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ii) Montrer que la suite (x,) est décroissante et conclure
5. Montrer que pour toutn > 0ona: 0 < x,41 —0 < x; — X1
6. En prenant xp = 1, donner une valeur approchée de 6 avec une précision

e=10"2

Exercice 2.6.6. Soit 6 un zéro d’ordre 1 de f , xo un réel différent de 0 et a,, est une
approximation de f’(x,)

1. Considerons la méthode de Newton modifiée (M1) : x,41 = X, —

Vn>0

Quel est I'ordre de cette méthode

2. Soit la méthode (M2) : x,41 = x, — @ pourn > 0
n
Montrer que l'ordre de convergence est supérieur a 1 sia, — f'(0) quand

n— oo,

3. Si 0 estun zéro d’ordre 2 de f et f”/(0) # 0 quel est 'ordre de convergence de

f(xn)

la méthode: (M3) x,41 = x, —2——% pourn >0

f!(xn)
4. Quelle méthode (M4) obtient-on en prenant dans (M2) a, = ) = f(Xn1)

Xn — Xn—1
5. Facultatif : on démontre que l'erreur de la méthode (M4) vérifie :
lim oL = f7(6)
n—00 €;,€;—1 2f’(-xn)

S

1+
2

Exercice 2.6.7. Soit f une fonction de classe C? sur R . On suppose que f admet

et que I'odre de convergence est p = ~ 1.62

une fonction réciproque g.
On cherche un zéro 6 de f en passant par g. ( f(0) = 0 <= g(0) = 0)

1. Ecrire les dérivées premieres et secondes de g

2. Soit P(y) le polynome de degré 1 vérifiant :
P(yn) = &(yn) et P'(yn) = 8'(yn)
a) Exprimer P(y) en fonctionde v, v, , (vx) et §'(yn)
b) Exprimer P(y) en fonctionde y, x, , f(x,) et f'(x,))
o) Quel procédé obtient-on en prenant x,,; = P(0)

3. Soit P(y) le polynome de degré 1 vérifiant :
P(yn) = 8(yn) et P(yn-1) = g(yn-1)
a) Exprimer P(y) en fonctionde v, v, , §(yn) et g(yn—1)
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b) Exprimer P(y) en fonctionde v, x,_1, Xn , f(x,-1) et f(xy)
¢) Quel procédé obtient-on en prenant x,; = P(0)
4. Soit P(y) le polynome de degré 2 vérifiant :
P(yn) = &(yn), P'(yn) = 8'(yn) et P"(yu) = &" (yn)
a) Exprimer P(y) en fonctionde v, v, , §(yn), £ (yn) et " (yn)

b) En exprimant les dérivées de g en fonction de celles de f et en prenant
Xnt1 = P(O)/
Montrer qu’on obtient le procédé (de Tchebychev) suivant :

_ fOe)  (fGn))*f" (xn) '
Xpi1 = Xy — 0 — 207 () avec f'(x,) #0

Xn)
5. Facultatif : On montre que la méthode de Tchebychev est d’ordre 3
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Chapitre 3

Inroduction a I'interpolation

3.1 Rappel et définitions

Soit P, (x) I'espace des polynémes de degré inférieur ou égalan .
On rappelle que {1,x,x?, ..., x" } est une base de P, (x) (dimP,(x) =n+1)
On note ¢;; le symbole de Kronecker : §;; =1sii=j;6; =0 si i#]
Soient f une fonction continue sur [a,b] , x1, ...., X, n points de [a,b] et g1, ....,gn

des réels de méme signe.
i=n i=n

Alorsona: Y f(x;))gi = f(c) Y & ou c € a,b]
i=1 i=1

Définition 3.1.1. : Interpolant

Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle [a, b] contenant 1 + 1 points dis-
tincts xp, x1, ...., X,. Soit P, un polynéme de degré inférieur ou égala n .

On dit que P, est un interpolant de f ou interpole f en xo, x1,....,x,, si:

Py(x;) = f(x;)) pour 0<i<mn

3.2 Interpolant de Lagrange

Définition 3.2.1. : Polyndmes de Lagrange
Soient xg, X1, ...., X, (n+ 1) points deux & deux distincts d’un intervalle [a,b] de R
On appelle interpolants de Lagrange les polynomes L; définis pouri = 0, ...,n par:
L(x) — =o(e=x) (=) (x = xp)ee (X — x1) (0 — Xigr) e (X — X)

i(x) = H ) (v — . . —

=0, ji (xi—x;) (i —x0) (i — x1)ee (X — x7-1) (X7 — Xig1) oo (X — X)
On a en particulier :
=1 (x — x; x—x1)(x — x2) e X = Xi)errnnnn X —x
Lo(x) — H ( ]) _ ( 1)( 2) ( 1) ( Vl)

e} (xo —xj)  (x0—x1)(x0 — Xx2)....(X0 — Xi).... (X0 — Xp)
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j=n—1

L(x)= [] (x —x;) _ (- x)(x—x1).ens (X = Xj) oo (x — x,1)

vy (e —xj) (xn —x0) (X0 — x1) e (X = X7) e (X0 — X5-1)

Si on prend P,]q(x) = Lo(x)f(x0) + L1(x)f(x1) + ..c. + Lu(x) f(x)
alors : P,(x;) = f(x;) pour0 <i<mn

Exemple 3.2.1. :
Si.X'():—l, x1:0 et x2:1,
f(xo) =2, f(x1)=1, f(x2) =—1, on obtient
Lo(x) = (x —x1)(x — x2) _ x(x—1) _ x(x—1)
’ (xo —x1)(x0 —x2)  (=1)(-1-1) 2
Ly(x) = (x—x)x—x) _(x-(=D))x-1) (x+1)(x-1)
(21— x0) (x1 — x2) —(=1)(=1) —1
Lo(x) = (x—x)(x—x1) _ (x+Dx  (x+1)x
5 (2 —x0) (2 —x1)  (1—-(-1))(1-0) 2

Py(x) = Lo(x)f(x0) + Li(x)f(x1) + La(x) f(x2)

= MO gy D g D
x(x—1) (x+1(x—-1) (x+1)x
B —1 )
= —%x2—§x+1
On vérifie facilement que :
Py(xq) = P>(—1) w =2= f(xo)

Po(r) = Pa(0) = D 1 4
(141)1

2

Pz(Xz) = P2(1) =S

Propriétés 3.2.1. :

Les polynomes de Lagrange ont les propriétés suivantes :
P1) Lj(x) est un polyndme de degrén;Vj=0,...,n
P2) Li(x;)=1 Vj=0,..,net Li(x;) =0 pourtoutj#i
P3) la famille {Lo(x), L1(x),....Ly(x)} est une base de P, (x)

Preuve:
P1) Par définition L;(x) est un polyndme de degre n
P2) Cette propriété est aisément vérifiée en remplagant x par x; dans L;(x)
P3) Ona:card {Lo(x),L1(x),...Ly(x)} = dimP,(x) =n+1
Pour montrer P3), il suffit donc de montrer que {Lo(x), L1(x), ....L,(x)} est un sys-
téme libre.
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Soient Cy, Cy, ....., C;; des constantes telles que :

C1Lo(x) +L1Ly(x) +.... + CyLy(x) =0

Alors, en prenant succéssivement x = x¢...x; .. X, eten utilisant L ]-(x,-) = &jj
ondéduitque:Cop=C; =...=C, =0

La famille {Lo(x), L1(x),....Ly(x)} est libre et par conséquent c’est une base de
P, (x).

3.3 Interpolant de Newton

Définition 3.3.1. : Differences divisées

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle [, ] contenant n + 1 points
distincts  xg, x1, ..., Xy .

On définit les differences divisées d’ordre i de f aux points (xx) comme suit :

[f(x0)] = f(x0)
F(x0), flx)] = L2 (30)

1— X0
[f(xo)/f(xl)/m/f(xi)] _ [f(xl)/f(xz)/"'lf(xi)L__U;chO)lf(xl)/"'lf(xi—l)] pour
i>2 Z
Exemple 3.3.1. :

Sixg=-1, xy=0et x=1,f(x0) =2, f(x1)=1,f(x2) =—1,onobtient

Propriétés 3.3.1. :
La valeur d"une difference divisée est indépendante de de 1’ordre des x;

On a ainsi :
o) fla)) = LEV S0 ) T g ()

X1 — X0 X1 — X0 X0 — X1

o), flo), flo)) = S0 Sl ko)

(2 —x1)(x2—x0) (1 —2x2)(x1 —x0)  (x0— x1)(x0 — x2)

= [f(x2), f(x1), f(x0)] = [f(x1), f(x0), f(x2)]
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et de facon générale :

f(xi)

Xi — Xi—1) (% — Xig1)... (X7 — Xg)

i=k
[f(x0), f(x1),...f(xx)] = i;) (x; — x0)....(

Définition 3.3.2. : Interpolant de Newton :
On appelle interpolant de Newton le polyndme P, donné par :

Py(x) = f(x0)+[f(x0), f(x1)](x —x0) + oo + [f(x0), e f(x0)](x — X0) oo (X — Xp—1)

Exemple 3.3.2. :
Sixo=-1, =0, x=1, f(xg) =2, f(x1)=1, f(x2) =—1,onobtient
f(-D]=2

\ 2—1(x—x0)—%(x—xo)(x—x1):2—(x+1)—%(x+1)(x)
= 1—%3(—%3(2

Définition 3.3.3. : Base de Newton
Soient xg, x1, ...., X, (n+ 1) points deux a deux distincts d’un intervalle [a, b] de R
et les polynomes N; définis pouri =0, ...,n par:
No(x) =1
Nj(x) = (x — x0) (x = x1).evee. (x—xj_1) pourj=1,..n
On a en particulier
Ni(x) = (x — xo)
Ny(x) = (x —x0)(x — x1)ceveene (x—x,-1)

Propriétés 3.3.2. :

Les polyndmes N; ont les propriétés suivantes :

P1) N;j(x) est un polyndéme de degré i

P2) Pouri > 1, N;(x) admet xq, x1, ..., X;_1 comme racines

P3) la famille {Ny(x), N1(x),....N,(x)} est une base de P,,(x) dite base de Newton

Preuve:

P1) Propriété évidente d’apres la définition de N;(x)
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P2) Propriété également évidente d’apres la définition de Nj;(x)
P3)Ona:card {Ny(x), N1(x),...Nu(x)} = dimP,(x) =n+1
Pour montrer P3), il suffit donc de montrer que {Ny(x), N1(x),....N,(x)}
est un systéme libre.
Soient Cy, Cy, ....., C;; des constantes telles que :
C1No(x) +C1Ni(x) + ... + C,N1(x) =0
Posons F(x) = C1Np(x) + C1Ny(x) +.... + C,Ny(x) =0
Comme les x; sont supposés deux a deux distincts, on obtient successivement :
F(x) = CoNo(x0) = 0 <= Co = 0
F(x1) = CiN1(x9) = Ci(x1 —x9) =0<=C; =0
F(x,) = CyuNy(x, = Cy(xy — x0) (% — x1)..(xp —x4-1) = 0) <= C,, =0
La famille {Np(x), N1(x),....N,(x)} est libre et par conséquent c’est une base de
P, (x).

Théoréme 3.3.1. :

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle [a, b] .

Soit P, un polynome interpolant f en (n + 1) points xg, x1, ...., X, de [a, b]

Alors :

a) On peut exprimer P,(x) comme combinaison linéaire des N; de la base de Newton :

Pn (x) = D()No(x) 5 DlNl(x) + ...+ Dan(x)
b) Les D; sont des constantes qui peuvent etre détérminées en solvant un systeme linéaire.

Preuve:
a) Puisque P,(x) € P,(x) et que By = {No(x), N1(x),....N,(x)} est une base de
P, (x),
on peut écrire P,(x) dans la base By
(x) = DgNo(x) + D1N1(x)+....+ D,Ni(x) pourx = x;,0 <i <n
on obtient le systéeme t 1angu1a1re inférieur suivant :
Pu(x0) = = f
Py (x ):D0+N1( 1)D1 = f
(S1) ¢ Pu(x2) = D0+N1( 2)D1 + Na(x2) Dy = f

b) En écrivant P,

Pn(xn) - DO + Nl(xn)Dl +---+ Nz(xn)Dn = f(xn)
Les D; solutions du systéeme (S1) sont données par :

Dy = [f(x0)] = f(x0)
py = F00) = flxo) _ fG) = f(%0) _ ey ey

Nl(xl) (xl _XO)
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p, = L, fx2) o f)] = [F(x0), f1), o finn)] F(x0), F(x1), oo F(x2)]

Xi — X0

pouri > 2

Exemple 3.3.3. :
Soit la fonction f telle que

Xk 0.15 2.30 3.15 4.85 6.25 7.95
f(x) | 4.79867 | 4.49013 | 4.2243 | 3.47313 | 2.66674 | 1.51909

Donc Les Coefficients du polyndome d’interpolation de f dans la base de newton
sont :

Dy = 4.798670 D; = —0.143507 D, = —0.056411 D3 = 0.001229

D4 = 0.000104 Ds = —0.000002

Et son graphe est donné par la figure (3.1)

T T T T T T T
«*—\ *  points d'interpolation
45l *\\*\ linterpolant de f |
N

4 o
35

3l
251

2+ |

AN
\

L5 3 \*

FIGURE 3.1 - Interpolation de Newton

3.4 Existence et Unicité de l'interpolant

Théoreme 3.4.1. :
1l existe un polynome Py, unique de degré < n , interpolant f en (n + 1) points, c.a.d : tel
que: Py(x;) = f(x;), x;=0,1,...,n

Preuve:

i)Existence :
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(x —x0)(x —x1)eeec(x —x-1) (X — xj57) e (X — xpy)
(x; — x0) (x; — x71) e (X5 — xi21) (X — Xjp1) e (X5 — X))

Soit Li(x) =

et Py(x) = Lo(x)f(xo)+L1(x)f(x1)+....+Ln(x)f(xn)

- l:z’;ux)f(xi)
- Z{ I ("__—x’ﬂ)}f(xi)

i=0 | j=0,ji (xi = x;)

Pour chaque i = 0, ..., 1, L; est un polynome de degré n vérifiant : L;(x;) = 6;; et

par conséquenton a:

Py(x;)) = f(x;), i=0,1,...,n

ii) Unicité :

Supposons qu'il existe deux polyndémes doifférents P, et Q, de degré < n , inter-
polant f aux points x;. Alors, en posant D, (x) = P,(x) — Q,(x) , on arrive a une
contradiction.

En effet, D, est un polynome de degré < n et par conséquent il peut avoir au plus
n zéros mais d’un autre c6té D, (x;) = 0 pouri = 0,1,...,n, ce qui voudrait dire
que D, aurait (n + 1) zéros d’ot la contradiction.

Donc P, = Q,

3.4.1 Interpolation linéaire

Dans ce cas, P; est un polyndme de degré 1 interpolant f aux points xg et x4
onadonc Pi(x;) = f(x;),i=0,1 etles polyndmes de Lagrange donnés par :

Diott: Py(x) = Lo(x)f(x0) + La(x)f(ar) = LIV TSI 0y pa) =
X — Xp

(Xl - xo) Xo — X1
——f(x1)
X1 X0

qui est bien la formule d’interpolation linéaire qu’on obtient en cherchant la droite

X — X1

f(xo0) +

passant par xg et x;
De fagon similaire on peut exprimer P; dans la base de Newton pour obtenir :

Pi(x) = f(xo) + [f(x0), f(x1)](x — o)
— f(xo)+w(x_xo)

(x1 — x0)
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3.5 Erreur d’interpolation

Théoreme 3.5.1. :

Soit le Py, le polynome interpolant f aux pointsa = xg < x1 < .... < x, =b
Si f € C"™a,b] alors:

a)Vx € [a,b],30 = 0(x) € [a,b] tel que :

(n+1)
er(3) = ) — Bul) = L0,

i=n
avec : T,11(x) = H(X — X;)
i=0
b) En posant M, 1 = maX,<,<p |f(n+1)(x)|

on obtient : M
maXe<rss |f(3) = Po()] < gy maXasss Mo ()
et en particulier :
max e, (x)| = max [f(x) — Py(x)| < M1 (b —a)**?
a<x<b a<x<b ~ (n+1)!

Preuve :
a)
Si x = x; le résultat est évident.

Si x # x;, posons :

R(H) = £(6) ~ Batt) - L2y,
nn-i—l(x)
On vérifie alors que R € C"*1 [a,b] et que
R(x;) = en(x;) — en(x) ]]—[_['le((?)) =0, i=0,1,...,n,
et R(x) =ey(x) —ey(x) =0

Par conséquent, R admet au moins n + 2 zéros dans [4, b] et par suite, en appliquant
le théoreme de Rolle de proche en proche, on montre qu'il existe un point 6 € [a, b]
tel que : R("+1) (@) = 0. Le résultat annoncé en découle.

(n+1) 0
b) R(n+1)(6) =0= en (X) = f(;qu()l)””'H (X)
maX,<y<p |TTpr1(x
= max,e eyl (1)] < ez Bt Ol

Exercice 3.5.1. : Cas particulier : Points équidistants
Si les points sont équidistants et : x;1 1 —x; = h Vi, montrer que:

. h?
i) pourn =1ona:max,<y<ple1(x)| < §M2
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4
ii) pour n = 3 ona: maxX,<,<p|e3(x)| < ﬂM4

Exemple 3.5.1. :
Construisons le graphe du polyndme d’interpolation de la fonction f dont on connait
les valeurs suivantes (voir figure (3.2)) :

Xe |-1 ]-05]0 Jo5]1
fx)|-15]0 |o25]0 |o

T T T T
*  points d'interpolation
15F linterpolant de f R

L L L L
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15

FIGURE 3.2 — Interpolation de Lagrange

On peut aussi calculer les coefficients de ce polynéme. Le polyndme qui interpole
f(x) est donc donné par :

P(x) = 0.000000x* + 1.000000x> + —1.000000x> + —0.250000x" + 0.250000

3.6 Exercices

Exercice 3.6.1. 1. Soit f est une fonction continue sur [0, 3]

a) Ecrire le polyndome de Lagrange interpolant f aux points xg =0, x; =1
etx, =2

b) Ecrire le polyndme de Newton interpolant f aux points xo =0, x; = 1 et
Xy = 2.
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2. On consideére un point supplémentaire x3 = 3
a) Ecrire le pdlynome de Lagrange interpolant f aux points xo =0, x; =1,
Xo =2etxz3 =3
b) Ecrire le polyndme de Newton interpolant f aux points xo =0, x; =1,
Xo =2 etxz =3

3. Comparer le temps de calcul entre 2.a) et 2.b)

Exercice 3.6.2. :

1. Calculer I = [y t(t —1)dt , I = [y t(t — %)dt et Iy = [y 2(t—1)%dt
2. En déduire que:
i) [Bx—B)(x—a)dx = (B— )’

i) [£(x- ) (x— 3Eyix = (5 - @,

iii) [£(x— B)%(x—a)2dx = (B —a)°I3

3. Montrer que si f est une fonction continue alors il existe ¢ € [«, 3] tel que :

—a)°
B~ B2(x — () = f(e) P2

4. Peut-on dire qu’il existe d € [, 3] tel que :

o o)
JE (= a)(x - ;ﬁ)f(x)dx :f(d)%?

5. Soit f est une fonction continue sur [a, b] et soient « et 3 deux réels dans [a, ]

On suppose & < 3 et on note P(x) le polyndme interpolant f aux points :

oc,“—;—ﬁ et 3.

Exprimer P,(x) dans la base de Newton puis calculer [ P;(x)dx
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Chapitre 4

Intégration numérique

4.1 Introduction

Dans le calcul d’intégrales, on n’est pas toujours en mesure d’obtenir des ex-
pressions exactes. Il se peut que I'obtention d"une primitive soit impossible ou trop
compliquée.

Pour pallier & ce probléme, on cherche une approximation de l'integrale I(f) =
J ab f(x)dx par une somme de surfaces de rectangles, de trapézes ou d’autres formes
géométriques dont on sait calculer laire.

Considérons une subdivision uniforme de l'intervalle [4,b] en n sous intervalles
b—a
n

[xi-1,x] ,i=1,...,.n de méme longueur h = x; —xj_1 =
Onadonc:xp=a <x1 < .x;<x11 < .. <x,=050

oux;=a+ih pouri=0,1,..,n , enparticulierxo=a et x,=b
Soit f; la restriction de la fonction f a chaque sous intervalle [x;, x;;1].

on obtient alors des approximations de l'intégrale I( f) en remplagant f; (3;) par une
fonction W;(x) facile a intégrer sur [x;, Xj11].
Si ¥; est la fonction constante A; sur chaque sous intervale [x;, x; 1] (W;i(x) = A;)

on obtient une approximation par les sommes de Riemann :
n—1

I(f) = R"(f) = Y (xis1 — xi)A; out A; = f(x}) avec x] quelconque dans [x;, X;41]
i=0
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4.2 Approximation

Théoreme 4.2.1. :
Soit f une fonction continue sur [a, b] alors :

lim R'() = 10f) = [ flx

n— 00

Preuve:
Remarquons d’abord que f est uniformément continue sur [a, b] et par conséquent :
Ve >0, 3n >0 telque V(x,y) € [a,b] vérifiant: |x —y| <7
onait: |f(x) — f(y)| < ¢
et plus particuliérement on a :
Ve >0, 3n >0 tel que V(x,y) € [x;, xi11] vérifiant: |[x —y| <7
. €
onait : |f(x) — f(y)| < b—a
Montrons maintenat que : Ve > 0, Jny € N tel que Vi > ng
onait: |I(f) —R"(f)| <e

Soit ng > b—a _b-

<
n - ny

Par ailleurs, pour x} € [x;, x;11] et tout x € [x;, x;41] ona: [x —x7| < h < netceci

R £

implique que £(x) — f(x/)| < ;-

et par suite :

n=1l rxiq
1P =R T [ 1500 = flaldx < Z/
xH—l n—1
_b—a.Z/x —b— Z(xi+1_xi):5

=0

—a a
alors pour toutn > ng ona: h = <n

x1+1

Cas particulier de sommes de Riemann
En particulier, sur chaque sous intervalle [x;, x;;1] ,on peut choisir x} et prendre
pour constante A; les valeurs f(x’ ) suivantes :

xH—l

a) x7 = x; et A; = f(x;) donne ja fx Z / (x;)d
Xi

(I} Yindice g pour signifier gauche)

Xit+1

b) x; = x;11 et A; = f(xi;1) donne f f(x)dx = I} = Z f(xisq)d
(I} ,Yindice d pour signifier droit)

ox =% = %(xi + xi+1) (milieu de [x;, xi11]) et A; = f(%) donne fab f(x)dx ~

Z / A

Iy , 1’1nd1ce m pour signifier moyen ou médian)
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4.2.1 Approximation par des rectangles a gauche

Soit xp < X1 < ... x; < Xjp1 < ... < X, une subdivision uniforme de [a, b]
Si on prend x; = x; , on obtient une approxiamtion de jab f(x)dx comme suit :

Iy f(x)dx ~ I} ot:
n-1 xi+1 _ —a =
1§:Z/X sz+1 f(xi) —hfoz = Y fx)
i=0 /i i=0 i=0

Théoreme 4.2.2. :
Soit f une fonction continue sur [a, b] alors :

1) La suite (I3 ) converge vers I(f)
(b—a)?

2n

2) Si la fonction f est de classe C' sur [a, b] alors ‘I(f) — I3

oit My = max,<;<p | f'(t)] .

< M,

Preuve:
1) analogue a celle du théoreme 1
2) Si f est de classe C! sur [a, b] alors : IM; > 0 tel que : M1 = max,<;<p | f'(t)]
Le théoreme des accroissements finis appliqué a la fonction f sur [x;,x] ol x €
[xi, Xit1]

donne: J¢; €]x;, x| tsllqug f(x) —f(xl) (x —x;) f' (cl)
dois |I(f) Iz < Z/'“y(f( )| dx < Z/ (x — xi)f'(ci)| dx
i=0 7 %i

soit encore :

(I ) — I

x1+1

<M12/ (x — x;)d

—! n? h
<M12 x—xl X1+1: ;?: ﬂ)EZMl

(b —a)?
2n

Corollaire 4.2.1. :
Pour obtenir une approximation avec précision de I'ordre de ¢ , il suffit de prendre Iy°

b—a)? b—a)?
( 7) < € ou encore ng > My ( 7)
2ng 2e

ou l'indice ng est tel que : M,

Exemple 4.2.1. :
L’approximation de l'intégrale fol e~ *2dx avec la méthode des rectangles a gauche,

avec les précision ¢ = 0.1 et ¢ = 0.05
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2
f(x)=e™ et =0.1
!

0 0.5 1 15 2

>
f(x)=e™ et =0.05
!

FIGURE 4.1 — Approximation par des rectangles a gauche

4.2.2 Approximation par des rectangles a droite

Soit xp < X1 < ... X < Xjit1 < ... < X, une subdivision uniforme de [a, b]
Si on prend x} = x;,1, on obtient une approxiamtion de |, ab f(x)dx comme suit :
fahf(x)dx ~ I ou:

n=1 rx;4 n—1 b—a i=n
=Y [ fldr = Y (i —x) i) = 2 ¥ f(x)

i=0 v i=0 i=1
Théoréeme 4.2.3. :

Soit f une fonction continue sur [a, b] alors :
1) La suite (I}}) converge vers I(f)

2) Sila fonction f est de classe C' sur [a, b] alors |I(f) — I}| < My
ol M] = maXg<¢<p |f’(t)|

(b —a)?
2n

Preuve : analogue a celle du théoréme 2

Corollaire 4.2.2. Pour obtenir une approximation avec précision de l'ordre de € , il suffit

n o (b —a)? (b—a)?
de prendre 1,° oit I'indice n est tel que : MlT < e ouencore ng > MlT
0

Exemple 4.2.2. :
L'approximation de l'intégrale fol e~*2dx avec la méthode des rectangles a droite,

avec les précision ¢ = 0.1 et ¢ = 0.05
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2
f(x)=e™ et =0.1
!

>
f(x)=e™ et =0.05
!

FIGURE 4.2 — Approximation par des rectangles a droite

4.2.3 Approximation par des rectangles médians

Soit xp < X1 < ... X; < Xjp1 < ... < X, une subdivision uniforme de [a, b]
Si on prend x}7 = % , on obtient une approxiamtion de |, ab f(x)dx comme
suit :
fahf(x)dx ~ I ou:
nobopria x4 =l Xi + X b—aSl | xi+ x
B=Y [ A = Y (- U = 2 Y g
i=0 /% 2 i=0 2 n iz 2
Théoreme 4.2.4. :
Soit f une fonction continue sur [a, b] alors :
1) La suite (I}},) converge vers I(f)
(b—ay

2) Si la fonction f est de classe C* sur [a,b] alors |I(f) —I'| < M, oil

M = max,<¢<p |f”(t)’

24n?

Preuve:
1)analogue a celle du théoréme 2
2) Ici, au lieu du théoreme des accroissements finis, on utilise la formule de Taylor
1
a l'ordre 2 sur l'intervalle [%;, x] ou %; = E(xi +xi11) etx € [x;,xi11] -
On obtient I'expression suivante :
1
flx) = f(xi) = (x = x) f' (%) + 5 (x = )2 f"(ci) avecc; € [, x]

On a alors :

n=1 rxiyy
um—mhﬂgé_qm—ﬂmwx
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n-l exig [y R | 2
< / (x — ;) f(%;)dx| + Z/ E(x—xl) " (c;)dx
i=0 i=0 7%
< A+B
x1+1 n=l ey
(x—x) f (xp)dx| = |f'(x0)| | ) / (x —x;)dx| =0
i=0 /X
Xit1 1 1 n—l rxig
et B= - (x — %) f"(c;)dx| < > Mo / : (x — %;)%dx
i=0 7
1. "=l xig —x (b—a)?
- )3y = (Tl TN A N T
< 3M; Z g™ L (T =M
Corollaire 4.2.3. :
Pour obtenir une approximation avec précision de 'ordre de ¢ , il suffit de prendre I,
N (b—a)? (b —a)?
l'ind t tel que : M <e¢ cadni>M
ot l'indice ng est tel que : My 22 <e cadng 2 My
(b—a)
>
ou encore ng > 1/ Mo TP

Exemple 4.2.3. :
L’approximation de I'intégrale [y e*?dx avec la méthode des rectangles médians,

avec les précision ¢ = 0.01 et ¢ = 0.001

:
f(x)=e ™ et =0.01
.

0 0.5 1 15 2

>
f(x)=e™* et =0.001
!

FIGURE 4.3 — Approximation par des rectangles médians

4.2.4 Approximations par des trapézes

Soit xp < x1 < ... Xx; < Xj41 < ... < x, une subdivision uniforme et P 1(x)
un polyndme de degré 1 interpolant f aux points x; et x;;1 de chaque intervalle

[xi, xi+1]-
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[Pr(xi) = f(xi) et Pr(xiga) = f(xis1)]
En approchant sur chaque sous intervalle [x;, x; 1], f(x) par P;(x) on obtient :

£(x) = Pu(x) = f(xi) + (i), Flxegn)] (x — x)
F(x) =~ Pu(x) = flo) + LED ZF@D (o

Xit1 — Xi
et en conséquences :

1) = J? fG)dx =~ [ Pr(e)de = BF(x) + f(xien)]

4.2.5 Formule de Simpson

Soit P;(x) un polynéme de degré 2 vérifiant :

Py(xi) = f(xi) , P2(xit1) = f(xit1) et Pa(xiv2) = f(Xi42)
En approchant sur chaque sous intervalle [x;, x;; 2], f(x) par P,(x) on obtient :
F(x) = Pa(x)

- Flao) + [Fxi) Fxin)] (¥ — 30) + [F(Gri), Fxin), £ (xie2)](x — x) (x — xi11)

et en conséquences :

1) = [ FQdx = 52 Pa(a)dx = SIF() +4F (i) + fxis2)]
Preuve:
Ona [/ Po(x)dx = I(P2) + J(P2) + K(P,)
otr: I(Py) = [ f(x;) dx

](PZ) . fx‘i+2 f(xi—H) _f(xi) (x . xi) dx

Xi

Xit1 — Xi
K(Py) = [&2[f (xi), fxiva), f(xig2) [ (x = xi) (x = xi41)dx
On fait le changement de variables suivant :
(x —x;) = ht — dx = hdt
quand x =x; -t =0 etsix =x;,0 =+t =2
d’ol1 on obtient successivement :
I(P) = J2 f(xi) hdt = 2f ()
1(Py) = f(xiv1) — f(xi) 12 W2t

Xit1 — X

272
= Hlf(isn) = F5)) | 5|
= 2h[f(xis1) — f(xi)]
K(Py) = [f(x:), f(xit1), f(xip2)] fo(x — %) (x — X141 )dx
= [F(x), f(xis1), F(xie2)] JEIOH(E— V)t
_ f(rinn) = 2f (i) + f(x1) 5 [ﬁ - ﬁr
2h? 3 21,
= [ f(xi42) = 2f(xi01) + F(x;)]

Soit enfin :

@ =
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3% Pa()dx = 1(B2) + J(P2) + K(Ps) = 1) +4f (xi01) + f(x::2)]

4.3 Interpolation et Erreur d’intégration numérique

Définition 4.3.1. :
On appelle formule de quadrature de type interpolation la formule :

J2 f(x)dx = [? Py(x)dx

ou P, est le polyndme d’interpolation associé a f.

4.3.1 Interpolation linéaire et la formule du trapeze :

Soita = x9p < x1 < .. < x, = b, une subdivision uniforme de [4,]] et
f & C2([a,b)
Considérons d’abord le sous intervalle | x;, x;11], avec h = x;11 — x;,
Soit P; le polyndme de degré 1 interpolant f aux points x; et x; 11
Alors l'intégrale I;(f) = [;**" f(x)dx peut étre approchée par :

: h
Li(f) = [ Pr(x)dx = S[f () + f(xig1)]
L'erreur commise par cette approximation étant donnée par :
: 1
Ei(f) = [ er(x)dx = 5 [ (x = xi) (x = xip) f7(6:)dx
My(x) = (x — x;)(x — x;41) garde un signe constant dans [x;, x;41]

d’oti, en appliquant la formule de la moyenne :
3

Ei(f) = @ Sl (e = x) (x — xp41)dx = —If—zf"(m) ;i € [xi, Xiga]

4.3.2 Formule du trapéze composée

Pour chercher une approximation de l'intégrale sur tout l'intervalle [a,b], il
suffit d’écrire :

n—1 ,x;
b=x, dx = a x)dx
= E [ fed
n—1 n—1 h3
Z’ (x7) + f(xiz1)] + Z ()
:g[fxo )+ 2f(x1) + .. 2f (xp—1) + f(xn)] ——Zf"

= g[f xo +2f x1) + .. 2f(xn 1) +f(xn)] - (blz )hZf//(n)

avecn € [a,b]
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4.3.3 Erreur de la formule de Simpson

En posant :

On démontre que : Ex(f) = ——

ea(x) = f(x)

Exercice 4.3.1. :
Soit f € Cz([a b])

- 1;2(36) et Ex(f)

4)(0);0 € [a,b]

=
En posant I, = > Z (xi+1) + f(x;)] , montrer que :

Iy + I”
=y
1 n _
2) lim I" = I(f) 3
(b~ ﬂ)
" <
Exemple 4.3.1. :

= JPea(x)dx =

JYLf(x) = Pa(x)]dx

On veut calculer une valeur approcher de In 2 pour cela on va calculer l'intégrale

de la fonction f(x)=1/(x+1) sur un intervalle [0,1] par la méthode de Simpson la

méthode des trapezes, et la méthode des rectangles. Et on compare les résultats

avec différentes valeurs de n (le nombre de subdivision de l'intervalle [0, 1]) alors

on a le tableau suivant :

n méthode de Simpson | méthode des trapezes | méthode des rectangles
100 0.69314718057947511 | 0.6931534304818241 0.69565343048182404
200 0.69314718056116631 | 0.69314874305506269 | 0.69439874305506266
400 0.69314718056002178 | 0.69314757118464021 | 0.69377257118464031
800 0.69314718055995039 | 0.69314727821617628 | 0.69345977821617644
1600 | 0.69314718055994573 | 0.69314720497400739 | 0.69330345497400736
3200 | 0.6931471805599464 | 0.69314718666346065 | 0.69322531166346069
6400 | 0.69314718055994629 | 0.69314718208582515 | 0.69318624458582534
12800 | 0.69314718055994318 | 0.69314718094141725 | 0.69316671219141723
25600 | 0.69314718055994495 | 0.69314718065531489 | 0.69315694628031488
51200 | 0.69314718055994629 | 0.6931471805837861 0.69315206339628599

TABLE 4.1 — Ln(2) ~ 0,69314718055994530941723212145818

4.4 Exercices

Exercice 4.4.1. :

Soit a = xg, x1....
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1. En faisant deux intégrations par parties succéssives, montrer que :

[0 (e = (g — ) LIS 4 2 pes ) (20 @) ()

2. Sixjy1 —x; = h pour touti = 0,1,...,n — 1, montrer que l'erreur d’ap-

proximation de [;7*! f(x)dx par la méthode des trapezes est de la forme :
J7E;

. (2)(9) ,0 € [xi, xit1]

Exercice 4.4.2. Soit P3 un polyndme de degré 3 et f € C?([a, b]) avec f?) <0,

Soit I(f) = [ f(x)dx et IT I'approximation de I(f) par la méthode des trapezes,
Soit I}, ( resp. I ) I'approximation de I(f) par la méthode des triangles droits (
resp. gauches)

1. Ecrire les expressions de I7, I et IT
Ig + Ij
2
3. En déduire que 1i_>m I = I(f)
n—o0

2. Montrer que I} =

4. Prouver que |I(f) — IT| < M (b—ap
' d nl =2 2

5. Etablir les inégalités : (b — a)f(b —; a) > fab f(x)dx > (b— a)(w)
6. Etablir Vegalité : [ g(x)dx = =D py(a) + 425220 1 py(0)
7. Soita = xp < x1 < ... < x, = b, une subdivision de [a, b]

Montrer que :

) X;) + f(x; 1 ..
i 50 = i = P ) ) ) 0

8. Sixjt1 —x; =h pourtouti =0,1,...,n —1, montrer que l'erreur d’approxi-
mation de [;7*! f(x)dx par la méthode des trapezes est de la forme :
h3
(2)

_E (9) s NS [xi/ xi+l]
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Chapitre 5

Analyse numérique des équations
differentielles ordinaires (e.d.o)

5.1 Rappels surles équations differentielles ordinaires (e.d.o)

On considere 1’e.d.o du premier ordre

!

y(x)=f(xy), f:RxR" —R" xeR, yeR"ou y:(yl,yz,--~,ym)T

(5.1.1)
L’équation (5.1.1) peut encore s’écrire sous la forme d'un systeme d’e.d.o:
no= Ay ym)

Yo = fo(x,y1, o Ym) (5.1.2)
]/m = fﬂ’l(xlyll' te ,]/m)

Lorsque les conditions initiales sont précisées, on obtient un probleme de condition
initiale ( p.c.i) encore appelé probleme de Cauchy :

y(x) = flxy)
y(a) = a avec a= (ar, - -,a,) donné (5.1.3)

L'existence et 1'unicité de la solution du p.c.i (5.1.3) sont données par le théoréme

suivant

Théoréme 5.1.1. Soit f : R x R" — R™ une fonction définie et continue pour tout
couple (x,y) € Doit D = {(x,y);a <x<b,—o0o <y; < oo}, avec a et b finis. On
suppose qu’il existe une constante L telle que :

| f(x,y) — f(x,y)|| < L|ly — y*|| pour tous (x,y) et (x, y*) appartenant a D (5.1.4)
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Alors pour tout o € R™, il existe une solution unique y(x) du probleme (5.1.3), oit y est

continue differentiable pour tout couple (x,y) € D.

Remarque 5.1.1. Un systéme differentiel d’ordre g peut toujours étre ramené a un

systéme du premier ordre du type (5.1.3)

Enposant: Y1 =y, Yo=Y (=y), -+, Y, = Y(;q(: y(@=1)) on obtient

, T
Y = F(x,Y)avec Y= (Y],¥],--,Y]) €R™
.
F= (Y;—/Y;—//Y;—/(PT) Equ

ol y(r)(a) =o41,r=0,1,---,9—1
On obtient
Y =F(x,Y);Y(a) =«

Exemple 5.1.1.
y® = f(x,y), f:RxR-—R

sionpose Y = (Y1,Y2,---,Ys)" onobtient Y = F(x,Y).

5.2 Systemes linéaires

Le systeme
v (x)=f(x,y), f:RxR" —R"

est dit linéaire si f est de la forme
flxy) = Alx)y + (x)

ot A(x) est une matrice d’ordre m et 1p € R™.

(5.2.1)

Si de plus A(x) = A est indépendante de x, on obtient un systéme linéaire a

coefficients constants de la forme :
¥ (x) = Ay + ()
Si (x) = 0, le systéme est dit homogene.
y = Ay
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Si les valeurs propres de A sont distinctes, la solution du systeme homogene est de

la forme

k
Z iexp(Aix)Vi+ o(x) (5.2.4)

ou A; est valeur propre de A associée au vecteur propre V; et les C; sont des
constantes arbitraires et ¢(x) est une solution particuliére de 1’équation (5.2.2).

Exemple 5.2.1.
y = Ay+(x) ,y(0) =«
12 T T
avec A = 5 1 ,P(x) =(2x—1,x+1)",a = (0,0) , les valeurs propres de

AsontA; =3etA, = —1.
Les vecteurs propres de A sont V; = (1, D etVy=(1,-1)"

b
En cherchant une solution particuliere de la forme : @(x) = ( ax—td ), on
cx

obtient

y(x) = C1exp(3x) ( 1 ) +Caexp(—x) ( _11 ) - ( —x_—SF/43/3 ) .

Enfin, en considérant la condition initiale on obtient C; = 1/6 et C, = 3/2,

dotiy(x) = ( y1(x) ) _ %exp(3x) + %exp(—x) _g
yx y2(x) lexp(3x) _ gexp(—x) oyt é
6 2 3

5.3 Notions de stabilité

Considérons le systéme nonlinéaire suivant

ax(t) _
S = EX(W) (o)

ou X(t) = (Xq,--- ,Xn)T est un vecteur de R" et F = (fy,- - ,fn)T une fonction

de R" dans R" suffisamment réguliére.
Si F est lineaire le systeme est dit linéaire

Définition 5.3.1 (Point d’équilibre). Un vecteur X est un point équilibre du systeme
(xx) sial instant t; I'état du systeme est égal a X et il restera égal a X dans le futur
cad:

X(tg) =X et V t>t) X(t) =X.
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On parle aussi de point stationnaire, état stationnaire et solution stationnaire

qui désignent la méme notion.

Définition 5.3.2. 1. Un point d’équilibre X est dit stable si :
JRo > 0etVR< Ry Ir 0<r< RtelquesiX(ty) € B(X,r) alors
X(t) € B(X,R) V t>ty, B(X,r) :boule de centre X etderayon r;
2. Un point d’équilibre est dit asymptotiquement stable s’il est stable et en plus
3Ry tel que pour tout X(ty) € B(X, Rg) on a lirﬂ X(t)=X;
—r+ 00

3. Un point d’équilibre est dit marginalement stable s’ il est stable et non asymp-

totiquement stable ;
4. Un point est instable siil n” est pas stable ;

5. Un point est globalement asymptotiquement stable si pour tout X(#p) on a
lim X(t) = X.

t—+00
Théoreme 5.3.1. Si F est linéaire, une condition nécessaire et suffisante pour que le sys-
teme (xx) admette O comme point d'équilibre asymptotiquement stable est que
Re(A) < 0, pour toute valeur propre A de F.
Si au moins une des valeurs propres de F vérifie Re(A) > 0 alors le point d’équilibre 0 est

instable .

Définition 5.3.3. Si le systéme non linéaire (**) admet un point d’équilibre X, on

appelle matrice de linéarisation du systéme la matrice

oh .. A
0X; 90X,
o .. 9
A= aXl 0X, "
ofn o fn
0X4 X,/ %
le systeme ax(t) = AY(t) est dit systéeme linearisé obtenu a partir du systeme

dt

Théoréme 5.3.2. Si le systeme non linéaire (xx) admet I'origine comme point fixe unique
alors dans un voisinage de l'origine, les comportements du systéme non linéaire et du sys-
teme linearisé sont équivalents a condition que le systeme n’admette pas de point centre

(valeurs propres imaginaires pures).

Remarque 5.3.1. Le théoreme peut s’appliquer aux points d’équilibre qui sont dis-

tincts de l'origine, il suffit d'introduire des coordonnées locales.
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Théoréme 5.3.3 (Théoreme de Liapunov). Soient X un point d'équilibre de (xx) et V
une fonction définie de U dans R de classe C1, U un voisinage de X tel que :
i) V(X)=0etV(X) >0si X # X,
i) V(X) <0 VXeU\{X}.
Alors X est stable. Si de plus
i) V(X) <0 VX eU\{X}
Alors X est asymptotiquement stable. V(X)) est dite fonction de Liapunov.

5.4 Systeme d’équations aux differences linéaires avec coéf-
ficients constants

Soit {y,,n = No,No+ 1, - -, } une suite de vecteurs de R" et («;) une suite de
réels. On appelle systeme d’équations aux differences linéaires d’ordre k le systeme
d’équations suivantes

&jYnyj = Pn,n=No,No+1,--- avec P, € R" (5.4.1)

k
=0

]

Side plus 1, = 0, le systeme est dit homogene :

k

Ocjyn+j:0,l’l:No,N0—|—1,'-' (5.4.2)
j=0
La solution générale du systeme (5.4.1) s’obtient de fagon similaire a celle qui donne
la solution du systeme d’équations differentielles linéaires (5.2.1). Elle est donnée
par la somme d’une solution (Y;) du systéme homogene (5.4.2) et d’une solution
particuliere ¢, du systeme (5.4.1) (yn, = Yn + @n).
Définition 5.4.1. On appelle polyndme caractéristique de 1’équation aux differences

k .
linéaires le polynéme défini par 7(r) = ) a;jr/. Si les racines r; de 7(r) sont
j=0

simples alors la solution générale du systeme (5.4.1) est donnée sous la forme y, =

k
Z 9]-1"]7 -+ @u, ol @, est une solution particuliere du systéeme (5.4.1).
j=1
Si r1 est une racine de 77(r) de multiplicité m, la solution générale du systeme

mo k
(5.4.1) est donnée sous la forme : y, = ) n]_lejrﬁl + ) 07 + @u.
j=1 j=m+1

1
Exemple 5.4.1. y,12 — Ypy1 + Ey” = 1, K = 2 est une solution particuliere

1
n(r):rz—r+§, A=1-2=47.
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Les racines sont complexes conjugués r; = (1+1i)/2 etr, = (1 —1)/2. La solution
générale est donnée par y,, = 61(1 +1)" /2" + 6,(1 —i)" /2" + 2.

5.5 Méthodes numériques pour les problemes de condition
initiale
Considérons le probléeme de condition initiale

y(x)=flxy), y@)=e (5.5.1)
On suppose que ce probleme admet une solution unique dans l'intervalle [a, b] .
Les méthodes numériques utilisent la discretisation de l'intervalle [a, b] en po-
sant
x;=a-+ih, i=0,1,--- ,N

oth = =% estle pas de discrétisation (ici le pas est supposé constant mais on
peut envisager des pas h; variables).

La solution exacte au point x; est notée y(x;), la solution approchée est notée y;
( y(xi) ~ y;), une méthode numérique est un systeme d’équations aux differences
impliquant un certain nombre d’approximations successives Y, Yn+1, - , Ytk OU
k désigne le nombre de pas de la méthode.

Si k = 1 on parle de méthode a un pas.

Si k > 1laméthode est dite a pas multiples ou multi-pas.

Exemple 5.5.1.
Yn+1 —Yn = hfn

h
Yn+2 + Yn+1 — zyn = _(fn+2 + 8fn+l +3fn)

(3fn+1 - zfn)

Yn+2 — Yny1 =

W= =&

h
Yn+1 —Yn = Z(kl + kZ)

avec

1 1
kl :fn :f(xn/yn) et kZ :f <xn "‘h,yn + Ehk] + Ehkz) .

Ces exemples peuvent étre donnés sous la forme générale

k
XYnij = GfYntkr - Yo, Xus ). (5.5.2)
=0

]
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5.5.1 Convergence

Considérons une méthode numérique de type (5.5.2) avec des valeurs initiales
appropriées :
k
[ 4] . L, , X ,h
j;) Yn+j = O (Yni Yn, Xn; h) (5.5.3)

y%:’)/%(h)/%ZOI]-/"'/k_]-

Définition 5.5.1. La méthode (5.5.3) est dite convergente si pour tout probléeme de
condition initiale vérifiant les hypotheses du théoreme 5.1.1 ( existence et unicité)
ona

max ||y(x,) — yu|| =0 quand h — 0

0<n<N

Définition 5.5.2. On appelle erreur de troncature locale de la méthode numérique
le résidu R, x(h) défini par

k
RnJrk(h) = Z ‘X]'y(xn-‘rj) - hd)f(y(anrk)/ y('xi’l+k*1)’ Ty y(xn)/ xn/h) (5.5.4)
j=0

1
Remarque 5.5.1. Parfois on utilise aussi 7,(h) = —R,.¢(h) comme définition d’er-

reur de troncature locale, mais dans le cadre de ce chapitre c’est la premiéere défini-
tion qui est adoptée.

Définition 5.5.3. La méthode (5.5.3) est dite d’ordre p si R, ., = O (h"*1).

5.5.2 Consistance

La méthode numérique est dite consistante si son ordre est au moins 1 ou en-
core, pour tout p.c.i vérifiant les hypotheses du théoreme 5.1.1 d’existence et d"uni-
cité on a

hlino %R,Hk(h) =0, x=a+nh.

Lemme 5.5.1. La méthode numérique (5.5.2) est consistante si et seulement si
k
i) Z xj = 0.
j=0

k
iD) (ps(y(xn), y(xn) - y(xa), %2,0))/ Z%)j“j = [, y(xn)).
=
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5.5.3 Stabilité

Considérons le probleme de condition initiale
7 =f(x,z), z(a) =«a, x € [a,b]

Avant de définir la stabilité de la méthode numérique, on pourrait se poser la ques-
tion de savoir comment réagirait la solution z(x) de ce probléme a une perturbation
des conditions initiales et/ou de f ? Soit donc z* la solution du probleme perturbé :

7= f(x,z) +8(x), z(a) =a+6, x€labl.

Définition 5.5.4 (Hahn,Stetter). Si (6(x), 6) et (6*(x), 6* ) sont deux perturbations
et z(x) et z*(x) les solutions qui en résultent et s’il existe une constante S telle que

Vx € [a,b],]|z(x) —z"(x)|| < Sesi [|6(x) — 8" (x)|| <eet ||6—06 <e
Alors le p.c.i est dit totalement stable.

Remarque 5.5.2. Dans cette définition de stabilité, on exige simplement l'existence
d’une constante S finie ( mais pas nécessairement petite) et on montre que les hy-
potheses du théoreme 5.1.1 sont suffisantes pour que le p.c.i soit totalement stable.
On dit aussi que le probleme est bien posé.

Si maintenant on considere la méthode numérique, on peut se demander quel
effet aurait une perturbation de I'équations aux differences sur la solution numé-
rique y,. On a alors la définition suivante :

Définition 5.5.5 (Lambert). Soient (6,,n =0,1,---N) et (5;,n =0,1,--- N) deux
perturbations de I"équation aux differences (5.1.1)et (z,,n =0,1,--- N) et

(zh,n =0,1,--- N) les solutions qui en résultent. On dira que la méthode numé-
rique est zéro-stable si il existe deux constantes S et h telles que pour tout h €
[0, k], si||6n — 65| <e0<mn<Nalors ||z, —z|]| <S¢, 0<n<N.

Remarque 5.5.3. La zéro-stabilité est encore appelée stabilité au sens de Dahlquist.
Définition 5.5.6. On appelle 1" polyndme caractéristique de la méthode numé-

k .
rique le polynome p(t) défini par p(t) = ) a;t’.
j=0

Définition 5.5.7. On dit que la méthode numérique satisfait les conditions aux ra-
cines si tous les zéros du 1¢ polyndme catactérisitique sont de module inférieur ou
égal a 1 et ceux ayant un module égal a 1 sont des zéros simples.
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Théoreme 5.5.1. Une condition nécessaire et suffisante pour que la méthode soit zéro-
stable et que la méthode vérifie la condition aux racines.

Théoreme 5.5.2. Une condition suffisante et nécessaire pour que la méthode (5.5.2) soit
convergente est qu’elle soit zéro- stable et consistante.

5.5.4 Meéthode d’Euler

La plus simple et la plus connue des méthodes d’approximation des solutions
des e.d.o est la méthode d’Euler donnée par :

Yn+1 —Yn = hfn/ Yo =& (5.5.5)
En considérant
1
y(xp+h) —y(xn) —hf(xn, y(xn)) = §h2y"(9n) avecx, <0, <x,.1 (5.5.6)

On voit que la méthode d’Euler est une méthode explicite d’ordre 1 (donc consis-
tante).

Lemme 5.5.2. i) Pour tout x > —1 et toute constante positive m on a

0 < (1+x)" < exp(mx)

ii) Si's et t sont des réels positifs et (z,)"=k une suite vérifiant

t
Zo > —Eetznﬂ <(A+s)zy+t Vn=1,---,k

Alorson a ; ;
Zn+1 < exp((n+1)s) <§ + zo> N

Théoréeme 5.5.3. Soit f : R x R — R une fonction continue et vérifiant la condition
de Lipschitz pour y sur D = {(x,y);a <x <b,—00o <y < oo} avec a et b finis. On
suppose qu'il existe une constante M telle que |y”(x)| < M pour tout x € [a,b]. Soit
y(x) la solution unique du p.ci y (x) = f(x,y), y(a) = a et (y,)"=) la suite des
approximations générée par la méthode d’Euler. Alors on a :

ly(xn) — yu| < I;—]\L/I(exp(L(xn —a)) — 1) pour chaquen =0,1,--- ,N

Preuve.
Pour n = 0, l'inégalité est vérifiée puisque y(xp) = yo = a.
Les équations (5.5.5) et (5.5.6) donnent :

1
[y(xXns1) = Yurr| < |y(xn) = yal + A1 (n, y(xn) — £, yu) |+ Ehzly”(gn” (5.5.7)
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Les hypothéses du théoréme conduisent alors a la mojoration

h2M
[y(xXn41) = Ynsa| < |y(xn) — yul(1+hL) + =

2

En appliquant le lemme avec z,, = |y(x,) — yn|,s =hLett = il vient :
h*M h>M
05n2) = ] < exp(((r+ DL) (Iytxo) = ol + 51 ) = G

et comme |y(xo) — yo| = 0 et (n+1)h = x,,41 —a, on obtient :

hM
ly(xnt1) = Yura| < Z(GXP(L(%H —a))—1)

D’apres le théoreme 5.5.3, ’erreur de la méthode d’Euler est majorée par une fonc-
tion linéaire en h. Ceci laisse comprendre que plus on diminue & plus on réduit
I'erreur. Cependant, le corollaire qui va suivre indique autre chose.

Corollaire 5.5.1. Soit y(x) la solution unique du p.ciy (x) = f(x,y),a < x < b,
y(a) = aet wy, wy, - -+, wy les approximations vérifiant wy = « + & et

Wyt1 = Wy + hf (xy, wy) +8y41;m=0,--- ,N—1.5i|6,| <6¥Vn=0,---,N et les
hypothéses du théoreme précedent sont vérifiées, alors

1 /M 6
o) —wnl < 1 (55 +3) (@(Lt—0) = 1) + sl expL(r — o)
s e WM
Preuve. Identique a celle du théoréme avec y(xg) —wp = g et t = > + (6]

Remarque 5.5.4. La simplicité de la méthode d’Euler en fait un exemple pédagogi-
que d’introduction aux autres méthodes plus complexes. Cependant, un des cri-
teres principaux de 'analyse numérique consiste a chercher des méthodes ayant
l'ordre de précision le plus élevé possible et comme la méthode d’Euler est d’ordre
1, son utilisation se trouve limitée en pratique et on est amené a considérer des
méthodes plus précises. Trois directions principales permettent d’obtenir des mé-
thodes d’ordres élevés.

La premiere direction consiste a travailler avec des méthodes a un pas mais en
cherchant a atteindre des ordres élevés en utilisant un développement de Taylor
et en négligeant le terme d’erreur mais ces méthodes ont un handicap a cause des
dérivées susccessives de f.

Une deuxieme possibilité est donnée par des choix appropriés de
G f(Yniks** Yn, Xn; h) dans I'équation (5.5.1), les méthodes de Runge-Kutta sont la

meilleure illustration de cette direction.
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Enfin, une troisiéme direction est offerte par les Méthodes Linéaires a Pas Mul-
tiples (MLPM).

En se basant sur le critere de précision, on voit qu'on est obligé de chercher des
méthodes dont la performance est supérieure a celle d’Euler. On fait donc appel a

d’autres méthodes plus précises.

5.5.5 Meéthodes de Taylor dans le cas scalaire

Supposons que la solution y(x) du p.c.i

!/

y(x)=f(xy), a<x<b, yla) =« (5.5.8)
est de classe C("*1). Alors en écrivant le développement de Taylor au point x,, 41 = x, + I
on obtient
/ 2 " h" (n) ptt (n+1)
Y(xni1) = y(xn) +hy' (xn) + 57y (xp) +---+ Pl (xn) + e 1)'y (Cn),

Xn < Gn < Xpgq

En remplacant v (x,,) par f(x,, y,) ainsi que les dérivées supérieures de y' par celles

n+1
de f puis en laissant tomber le terme e 1),y(”+1)(5n), on obtient la méthode
numérique :
Yo=«
yn+1:y1’l+hT}1(x1’l/y1’l/h)/ n:O/ll...,N_l

n—1

h h
T}l(-xn/ yn/h) = f(xn/ yn) & Ef/(xn/ yn) +---+ Tf(n_l)(xn/ yn)

Exemple 5.5.2. La méthode d’Euler fait partie des méthodes de Taylor.

Exercice 5.5.1. En faisant un développement de Taylor de y(x) a l'ordre 3 puis

en remplagant y”(x,) par %(y’ (xn+1) — ¥/ (x4)) + O(h), montrer qu’on obtient la

h
méthode d’Euler modifiée vy, 11—y, = E(f(x”' Yn) + f(Xnt1, Ynt1))-

Remarque 5.5.5. Au vu du critere de précision et bien que les méthodes de Taylor
paraissent faciles dans leur écriture, elles sont rarement utilisées dans la pratique a
cause des difficultés engendrées par le calcul des dérivées successives de f comme
fonction de deux variables. C’est pour cette raison qu’on cherche des méthodes per-
mettant d’atteindre un ordre élevé tout en évitant le calcul des dérivées successives

de f. Au critere de précision s’ajoute le critére de cofit.
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5.5.6 Méthodes de Runge-Kutta (R.K) dans le cas scalaire

Revenons au p.c.i (5.1.3), les méthodes de R K se présentent sous la forme :

I
Yni1l— Yn =Y bik;

i=1

! I
aveck; = f (xn +cih, vy, +h Z ai]-kj> ,i,=1,2,---,letonsuppose quec; = Z aij,i,=1,2,- -
. =

j=1
Siajj =0pourj>ialors:

ki:f<xn+Cih/yn+hZﬂi]‘k]‘> i=1,2---,1
j=1

on obtient ainsi :

ki = f(xn/ yn)
ky = f(xy + coh, yu + c2hky)
ks = f(xn + c3h, Yn + (C3 — El32)hk1 + a32hk2)

Remarques 5.5.6. 1. Les méthodes de R.K sont des méthodes a un pas, elles

peuvent-étre écrite sous la forme générale v, 1 — yn = hd¢(xy, Yn, h), ot
!
d>f(x, y, h) = Z biki.
i=1

2. Les méthodes de R.K satisfont la condition aux racines, elles sont donc zéro-
stables. Par conséquent, pour étudier la convergence il suffit d’étudier la consis-

tance.

5.5.7 Méthodes de Runge-Kutta explicites
Les méthodes explicites de R-K d’ordre 1,2 ,3 et 4 sont obtenues en considérant
Ynt1 = Yn +h(b1ky + boky + bsks + byky)

en déterminant pour chaque ordre les valeurs possibles des parametres.

kl = f(xn/ yn)
ky = f(xu+coh,y, +cohky)
ks = f(xn + c3h, Yn + (C3 — El32)hk1 + a32hk2)
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Les formes explicites des méthodes d’ordre 1,2 et 3 sont obtenues aprés differentia-
tion et identification.

Méthode d’ordre 1

En considérant y,+1 = vy, + hb1k; avecky = f(xy, y,) on voit que le 'odre maximal
est 1 obtenu avec le parametre b; égal a 1 et qui donne la méthode d’Euler :

Yn+1l — Yn = hf(xnryn)

Méthodes d’ordre 2

En partant de y, 11 = y, + hb1ky + boky aveck; = f(x,, yn) et

ko = f(xn + cah, yu + c2k1), p = 2 est]’ordre maximal possible qu’on peut atteindre
si les parametres by, b, et covérifient les équations by + b, = 1 et bycp = =. Comme
on a deux équations pour trois inconnues, il en résulte une infinité de méthodes

explicites d’ordre 2 . On en donne quelques unes :

1
Méthode d’Euler modifiée : (b1 = 0,b, =1 et ¢y = E)

1 1
Yn+1 — Yn = hf <xn + Eh/ Yn + §k1>

1
Méthode d’Euler améliorée : (b1 = b, = 5 et o =1)

h
Yn+l — Yn = E(f(xn/yn) + f(xn+hyn + k1))

3 2
,szZet C2:—)

Méthode de Heun d’ordre 2 ( b1 = 3

|

h 2 2
Ynt1 = Yn + s <f(xn, Yn) +3f(xn + §h, Yn + §k1)>

ki = hf(xn, yn)
Méthodes d’ordre 3
En considérant y,, 11 = y,, + biky + boky + bsks avec ky = hf (xn, yu)
ko = hf(x, + cah, yu + cohky) et ks = hf (x, + c3h, yu + (c3 — az2)ky + azks).
On obtient une famille de méthode d’ordre 3 si les parametres vérifient les équa-
tions

by +b,+bs =
szz + b3C3 =

byc + bgcg =

N W= N ==

bscoazy =
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Deux représentants de cette famille de méthode d’ordre 3 sont :

Méthode de Heun d’ordre 3 (b1 = % ,by = 0,b3 = Z et ¢ = % et ¢3 =
2 2
3/ 32 — 3
h
Ynvr1 = VYn + Z(kl +3k3)
ki = hf(xu, yn)
1 1
k2 = hf <xn + gh, Yn + §k1>
2 2
ko= hf <xn+§h,yn+§kz>
; 1 2 1 1
Méthode de Kutta d’ordre 3 (b; = c b, = §,b3 =z et ¢ = Eet c3=1,a3 =2)
h
Yn+1 Yn + g(kl + 4ky + k3)
ki = hf(xu, Yn)
kh = h +1h +1k
2 — f Xn ) s Yn > 1
k3 = hf(xn + h, yn ¢— k1 + 2k2)

Méthode d’ordre 4

Méthode de Runge-Kutta d’ordre 4

h
Yn + g(kl + 2ky + 2k + k4)

Yn+1
ki = hf(xn, yn)
k2 = hf <xn + lh, Yn -+ 1k1>
2 2
k3 = hf <Xn + lh, yn + 1k2>
2 2
ke = hf(xp+h,y,+ks)

Méthode de Runge-Kutta d’ordre 4

h
Yn + g(k] + 3ky + 3ks + k4)

Yn+1

kl = hf(xn/ yn)

ky = h + Lyt 2k

2 — f Xn 3 ' Yn 3 1
2 1

k3 = hf <Xn + —h, Yn — —k1 —|—k2>
3 3

ky = hf(xn—i—h,yn +k1—k2—|—k3)
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Méthodes de Runge-Kutta d’ordre supérieur et contrdle de I’erreur

Des méthodes de R-K d’ordres successifs peuvent étre combinées pour le controle
de l'erreur. Deux types de cette utilisation sont illustrées par :

1. Méthode de Runge-Kutta-Fehlberg. Elle consiste a utiliser une méthode de
R-K d’ordre 5

_ 16, 665, 28561, 9, 2
Yni1 = Yn T 135" T 158253 T 56430 ¢ 500 | 55 °

pour estimer l'erreur de troncature locale de la méthde de R-K d’ordre 4

25, 08 2197, 1)
Yt = Yn T 576" T 25653 T 4102 4 T 50

avecC

kl = xn/yn
b = hf<xn+ LI k1>
ks = <x + hyn k1+ 2k2>
P N + +1932k 7200, 7296
v G oy + 379751 ~ 51972 T 2797

439 3680 845
ks = <xn  Yn + 6k1 k2 + =13k — oa 4>

3544 1859 11

k6 = < + = h yn_' k14—2k2 2565k +_1161k4 k5>

2. Méthode de Runge-Kutta-Verner. Elle consiste a utiliser une méthode de R-K
d’ordre 6 :

~ k+875k+23k 264, 125 43,
Ynil = Yn+ ok 55" T 755 T 19555 T 195057 T 616"

pour estimer l'erreur de troncature locale de la métohde de R-K d’ordre 5 :

13 2375 5 12 3
Yntl = Yn + Okl + 5984k3 + 6k §k5 + ﬂk6
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avec

k2 = hf Xn + hyn+ k1>

4 16

k3 = (xn—i— —h, Yn + 5k1—|—%k2>

5 8 5
ky = <x + h yn+6k1 3k2—|— k3>

165, 55 425 85
k5 = <xn + h yn akl + ?kZ — Ek:’, + %k;l)

4015 11 88
ke = (xn—l—h Yu + k1 8ky + R0 — k3 36k4+255k>
P oL _8263k+124k_643 81, 2484
7 G 15 " Yn = 15000 75 2 680 > 250 * 10625 °
3501 300 297275 319 24068 3850

ke = hf (x” Ty 17505 43Rt 563 1 T 23008 T ga0e5™ T 26703k7>

Méthodes Linéaires a Pas Multiples (MLPM)
k k
En posant f, = f(xn, yu) , on définit une MLPM par ‘Z‘b XjYnyj = h Xb Bfeir
j= =
avec «; et 3; des constantes vérifiant les conditions o = 1 et || + |Bo| # 0.

Exemple 5.5.3. V12 — Yn+1 = hfy41 (oude fagon équivalente y,,11 — y, = hfy,) est
la méthode d’Euler a un pas.

Définition 5.5.8. On appelle 2°* polyndme caractéristique de la méthode, le poly-
k .
ndme défini par o(t) = Z Bt

L'opérateur de difference linéaire est défini par
L(z(x);h) := Z(oc]-z(x + jh) — h[sz/(x + jh))

Si on suppose que z est une fonction qu’on peut dériver autant de fois qu’'on
veut, on obtient :

L(z(x);h) = Coz(x) + Cihz' (x) + - - - + Ch?2D (x) + - - -
Définition 5.5.9. La MLPM est dite d’ordre p si
Co C1 = Cp =0et Cp-i—l 7’é 0.

Cp+1 est appelée constante d’erreur de la MLPM
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5.6 Exercices
Exercice 5.6.1. On considere le modele discret suivant :
Sp+1 = exp(—al,)S,
Iys1 = bl + (1 —exp(—al,))S,
Rpt1=(1-b)l, + Ry

On suppose que Ry = 0, montrer que

1. La population des susceptibles tend vers une limite S quand n tend vers 'in-
fini.
2. SiF =S5/5alors
F =exp(—aSy/(1—b))(14+1/Sy—F).
3. Expliquer comment F peut jouer un role de seuil.

Exercice 5.6.2. Chercher I'ordre et la constante d’erreur C, pour la méthode sui-

vante :

Yny2 — (1 +“)yn+1 +ay, = h((l + ﬁ)fn+2 - (‘X+ B +“[3)fn+l + ‘Xﬁfn)

Exercice 5.6.3. Chercher les solutions des systemes differentiels et aux differences
suivants : y = Ay + (x) ,¥(0) = ax avec

1 1 1 2
() (1) ()

n
Yn+a — 6Yni3 + 14yn12 — 16y, 11 + 8yn = Py avec y, € R? et bn = ( 1 ) .
Exercice 5.6.4. Considérons le systeme aux differences :

Ynt2 = 2UYn+1 + HYn =¢, n=0,1,---

avec y,,c € R"et0 < pu < 1.
Montrer que v, converge vers ¢/(1 — u) quand n — oo.

Exercice 5.6.5. A- Montrer que :
i) Pour tout x > —1 et toute constante positive m on a :

0< (1+x)" <exp(mx)
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ii) Sis et t sont des réels positifs et (z,)"=k une suite vérifiant :

t
202—; etzy 1 < (14+8)z,+t Vn=1,---,k

Alorsona: ; ;
zZny1 < exp((n+1)(1+s)) <; +zo> -5

B- Soit y(x) la solution unique du p.ciy'(x) = f(x,y) a < x < b, y(a) = «
etwp, wy, - ,wn, les approximations vérifiant : wy = a + 69 et w1 = w,, +
hf(xn, wy) +6p41;n=0,...,N—1

1. On suppose que : D = {(x,y);a <x<b,—oco<y<oo} avecaeth
finis

i) il existe une constante L positive telle que :

If(x,y) — f(x, ") < Lly—y*|Vy,y" € D

ii) il existe une constante M telle que :|y”(x)| < M pour tout x € [a,b] .
iii) les perturbations verifient: |6,| < 6¥n =0,--- ,N
Montrer que :

i) —wnl < 1 (%543 ) (Lt~ ) = 1) + sl exp Lz~

(Preuve : identique a celle du théoreme du cours avec y(xg) — wp = &

h*M
ett = T + ’5n|)

1)
2. Enposant ¢(h) = =~ 7, eten remarquant que }lirr(l) ¢(h) = oo, montrer
4>

qu’on peut déterminer une limite inférieure hy de I qui rend minimum
e(h).

Exercice 5.6.6. Soit A une matrice diagonalisable admettant les vecteurs propres V
associés aux valeurs propres A; avec Re(A;) < 0 pour tout j.
On considere les deux schémas d’Euler donnés par :

E1 : uyy1 =u,+hAu,, up=n
E2 : uyi1=uy,+hAuy1, uop=n
Montrer que les solutions de ces deux schémas sont données par :
k
S1 Uy = ZC](l +h/\])nV]
j=1

k
52 Mn:ZCj(l—h/\j)_an
=1
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Quelles conditions doit-on imposer a i pour que les solutions S1 et S2 tendent vers
zéro ou restent bornées quand n — oo

Exercice 5.6.7. En posant f, = f(xy, y»), on définit une MLPM par :

Z XjYnyj=h Z Bjfn+i

=

avec «; et 3; des constantes vérifiant les conditions :
o = Let |oo| + |Bo| # O

On appelle 1 er (resp. 2 eme) polyndme caractéristique de la MLPM le polynome
p(t)(resp. o(t)):

=Y ait!, o(t)=Y Bt
j=0 j=0

Sil'opérateur de difference linéaire est donné par :
k !
Z z(x+ jh) —hBjz (x+ jh)) = Coz(x) + Cihz' (x) + - - - + Coh1zD (x) +- -

1. Montrer que :

k
Co=) a;j=np(1)
=0
k
Ci =) (jaj = Bj) =p'(1) —o(1)
j=0
c_vy(la 1
=2 (G g e) =2

j=0
2. La MLPM est dite consistante si son ordre est supérieur ou égalal (p > 1)

Montrer que la MLPM est consistante si et seulement si :
p(1) =0etp'(1) = o(1)
Exercice 5.6.8. Chercher 'ordre des méthodes numériques suivantes :
D Yni2= (fn +4fus1+ fui2)
2) Ynia =Yn+ %(2fn+1 — fut2 + 2fns3)
3 er = -+ g (£ ) 3o+ 5+ 3H0) ) o = G )
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h
4) Ypy1=VYn+ g(kl + 4ky + k3)

ki = hf(xu yn)

k2 = hf <xn + lh; Yn + 1k1>
2 2

k3 = hf(xn —|—h, Yn — k1 —|—2k2)

Exercice 5.6.9. Considérons la méthode numérique

ez — (14 @yt +ayn = 23— ) fuss — (1 + @)

ou fu = f(xy, yn) et —1 < a < 1.

1. Donner l'erreur de troncature locale de la méthode et I’ordre de la méthode

en fonction de «.

2. Cette méthode est utilisée numériquement pour résoudre I'équation scalaire

{y'(x) = y(x)
y(0) =1

ensupposantque Yo = 1+ wh’
y1 = exp(h)+ 6w’
Montrer que la solution approchée vy, peut-étre donnée sous la forme

Q(r)r] — Q(rp)r!
rHa —17ro

Yn =

ou r1 et rp sont les racines de I'équation caractéristique asociées a 1’équation
aux différences. et Q(r) = exp(h) —r + (0 — rw)h>.

3. On suppose que 1 est de la forme
h2
n=1+h+—+0()

(a) Donner une expression analogue pour r;.

(b) Etudier la convergence de y, dans le cas « = —1.
Exercice 5.6.10. On considére la méthode numérique suivante
Ynt2 + 1 Yns1 + ooYn = h(Brfut1+ Bofu) (M)

ol fu = flrn ) et f(xay(xn)) = ' (x).
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. Déterminer les constantes g, o1, Bg et f1 pour que la méthode soit d’ordre

maximum.
. La méthode est-elle zéro-stable pour les valeurs des constantes trouvées ?

. On utilise la méthode (M) avec yo = 1 et y; = exp(—h) pour approcher la
solution du probléme de condition initiale suivant

y'(x) = —y(x),y(0) = 1 (P)
Montrer qu’on obtient 'équation aux différences suivante
Yni2 +4(1+1)yy1 +(-5+2h)y, =0;n=0,1,--- (D)
. Montrer que les racines r; et r, de I’équation caractéristique associée a (D)

sont

) 4 1/2 2 4 1/2
r1:—2—2h+3<1+§h+§h2> et rzz—2—2h—3<1+§h+§h2> .

. Montrer que la solution de (D) est de la forme

yn = C1(r1)" + Ca(r2)",

rp —exp(—h) ot Co exp(—h) —r
r2—n ? T2 —1n '

avec C1 =

2 4 N2 1 1, 1,1, s

En déduire quer; = 1 —h + %hz - 1h3 + %h‘* +O(h°), 1, = —5—3h+

6
o).
1
. Montrer alors que C; =1+ O(h?) et C; = —mh‘L + O(I1°).
. En considérant pour x fixé, nh = x, montrer que C;(r1)" — exp(—x) quand

n — o0.

. Montrer que (y,) diverge. Cette divergence était-elle attendue ? (justifiez).
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Chapitre 6

Examens

6.1 ES.O Session ordinaire 2012-2013 (Durée : 1h30)

Exercice I( Méthode de Simpson)

Soient ¢ une fonction de classe C3 sur [a, b] ; xo , x1 et x, 3 réels de [a, b]
On suppose que xp < x1 < x; et onnote P le polyndme interpolant g aux points :

Xo,x1etxy.Onpose h = (x1 —xp) = (xp —x1 ) et M3 = H<1?<Xb ‘g“)(t)‘
[

1) Exprimer P dans la base de Lagrange

2) Exprimer P dans la base de Newton

3) Pour tout x €]xp, x2[, on pose e(x) = g(x) — P(x)

a) Sans faire les calculs, dire comment on montre qu’il existe ¢ €]xg, x| tel que :

_ 89(c)
e(x) = T(

x—x0)(x—x1)(x — x7)

b) Montrer que : Vx €]xg, x[, il existe 8 €]xg, x»[ tel que
g®(0)

[8(x0), g(x1), 8(x2)] = =—;

X2

o) Calculer / (x —x0)(x —x1)(x — xp)dx

X0

"X
d) Calculer/ 2P(x)dx

X0

x 4
e) Montrer que / 2(g(x) — P(x))dx| < Mgil—z
X

0

(Pour c), d) ete), on pourra faire le changement de variable t = (x — x1) )

Exercice II
On considere le systéme linéaire (S;) : AX = B
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1 2 3 0 X
avec A = 3 4 5 , B= 1 et X = y
5 6 8 2 z

1) Donner les matrices de Gauss M; et M, qui permettent de transformer (S7)
en un systéme (S;) de la forme UX = C ou U est triangulaire supérieure

2) Donner la solution X en solvant le systeme (S;)

3) Décomposer la matrice A sous la forme A = LU ou L est triangulaire infé-

rieure

Exercice I1I

Soient h et ¢ deux fonctions définies par :

3
hix)=x3-3x+1VxeR et g(x) = i Vx e [-1,1]
1) Montrer que 1'équation /1(x) = 0 admet 3 racines réelles : 6, 6 et 03
avecH; < 6, <Bzetf; > 1

2) On suppose que 0, € [0, E]

a) Montrer que si x € [0, 1] alors ¢(x) € [0, %]
b) Vérifier que ¢(6,) = 6,

3) Soit (x,)en la suite récurrente

définie par : xg € [0, %] et x,+1 = g(x,) Vn € N
a) Montrer que la suite (x,),cn converge

b) Donner I'ordre de convergence

h(yn)
W (yn)

4) Soit (¥»)nen la suite définie par : y,,4+1 = yn — Vn € N avec yy > 63
a) Montrer que y, > 03 Vn € N
b) Montrer que la suite (y,),en converge

¢) Montrer que 1'ordre de convegence est 2
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6.2 FE.S.O Session Rattrapage 2012-2013 (Durée : 1Th30)

Exercice I

On considere le systeme linéaire (S) : AX = B

2 -1 0 X 1
avec A = -1 2 -1 1],; X= y et B= 0
o -1 2 z 1

On cherche a résoudre le systeme (S) par les méthodes indirectes de type :
Xj+1 = MXy +D

1) Donner la matrice | de Jacobi associée a la matrice A

2) Donner la matrice G de Gauss-Seidel associée a la matrice A

3) Chercher les valeurs propres de | et dire si la méthode de Jacobi converge

4) Chercher les valeurs propres de G et dire si la méthode de Gauss-seidel
converge

5) En cas de convergence des 2 méthodes, quelle est celle qui converge plus

rapidement ?

Exercice I1

Soit T(x) = x*> + bx + ¢ oubetc sont des réels.
On suppose que T(x) admet deux racines réelles « et 8 et on définit les suites

suivantes :
bx, + c

Xp4+1 = _( X, )

Yni1 = Yn — (Y2 + byu + ¢)d(yn) ott ¢ une fonction de classe C!(R)

1) Montrer que si || < |«| alors (x,) converge localement vers o

2) Déterminer I'ordre de convergence de la suite (x,) lorsqu’elle converge

3) Montrer que la suite (x,) est un cas particulier de la suite (y,) pour une
fonction ¢ que 1’on précisera.

4) Montrer que si 0 < (o — f3)¢p(a) < 2 alors (y,) converge localement vers o

5) En cas de convergence de (y,) vers « , déterminer ’odre de convergence

6) Si ¢ (x)

convergence ?

= D’ quelle méthode retrouve-t-on? et quel est son ordre de
Exercice III

Soient x¢, x1 deux réels tels que xy < x1, g une fonction de classe C3([xo, x1]) et
P(x) le polynéme de degré 2 vérifiant :
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P(xo) = g(x0); P(x1) = g(x1) et P'(xo) = g'(x0)
Pour un x arbitraire dans ]x, x1[,0on considére la fonction R définie par :

R = ()~ Pl0) — S EE e x0)2(e-x)

1) Vérifier que R s’annule en 3 points de [xo, x1]

2) Montrer que R’ s’annule en 3 points de [x, x1]
3) Déduire qu'il existe 6y € [xq, x1] tel que R®)(8,) = 0
4) Conclure qu'il existe 6y € [xg, x1] tel que :

g% (6x) 2
800~ () = 80 (2 )
5) On pose h = x1 — xp et M3z = max

xo<t<xy

2M;3h3

s

a) Montrer que |g(x) — P(x)| <

[ s() = Pl

) Trouver une constante C qui vérifie :

[ ((0) = Px))ax| < CMai

X0

Vx €]xg, x1|

2
b) Déduire que < 8—1M3h4

2
0<C<8—1 et
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6.3 FE.S.O Session ordinaire 2011-2012 (Durée : 1h30)

Exercice I

Soit ¢ une fonction de classe C3([a, b]) , On pose M3 = max g (t)‘
a<t<

On considere 3 points distincts de l'intervalle [a,b] , a4 < xg < x1 < x < b

1) En utilisant la base de Newton, écrire le polyndme P, de degré 2 qui vérifie
Py(x0) = g(x0) , Pa(x1) = g(x1) , Pa(x2) = g(x2)

2) En utilisant la base de Newton, écrire le polyndme H, de degré 2 qui vérifie
Hy(x0) = g(x0) , Hy(x0) = &'(x0) , Ha(x1) = g(x1)

oo 2) (g
3) Montrer qu'il existe 6 € [a, b] tel que : [g(x0), g(x1), g(x2)] = 8 2!( )
@) (x
4) En déduire que [g(x0), §(x0), g(x0)] = g 2(' 0)

Dans la suite on posera h = (x1 — xp)

5) Montrer que : Vx €]xg, x1[, il existe 0 €]xg, x1| tel que :

@)
2() ~ o) = S0 (-

‘i 2h3 M3
6) Déduire que : Vx €]xp, x1[ ona |g(x) — Ha(x)| < o1

X X
7) En calculant / 1 H,(t)dt , montrer qu’on peut approcher / 1 g(t)dt par:
Xo

X0

8) Application: xg =0, x; =
2

a) Calculer / 3
0

X1 2h h h?
[ sttt = Fglxo) + 58(x1) + T8 (x0) (+)
X0
2
3

1
1—x

dx et donner une approximation a l’aide de ()
2

b) Que donne l'approximation () dans le cas de / 3 42 dx? Commentez
0

Exercice I1

Soient E et A deux réels positifs, ¢, h et g les fonctions définies sur R* par :
3

P(x) = g; h(x) =x+A(p(x) —x); g(x) = ag +bx+cxf
1) Le schéma : {x, 1 = ¢(x,), xo donné} converge t-il vers v/E?

2) Pour quelles valeurs de A a-t-on convergence locale vers v/E du schéma :
{xp1+1 = h(x,), xo donné}?

3) Trouver la valeur optimale Ay de A qui assure la convergence la plus rapide

puis comparer avec la méthode de Newton appliquée a la fonction f(x) = x> — E
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4) On cherche les constantes a , b, ¢ qui vérifient les conditions : ¢(VE) = VE;
§/(VE) =0 et g"(VE) =0 (+%)

a) En posant XT = (a,b,c) , écrire le syseme linéaire AX = B qui en résulte

b) Résoudre le syseme linéaire AX = B par la méthode de Gauss sans pivot

c) Décomposer la matrice A sous la forme A = LU

5) On suppose que le schéma {x,,+1 = g(x,) , xo donné} converge sous les condi-
tions (xx) (valeursdea, b, c trouvées au 4) b)

a) Quel est son ordre de convergence p ?

b) Donner la constante d’erreur asymptoyique C
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6.4 FE.S.O Session de rattrapage 2011-2012 (Durée : 1h30)

Exercice I: (7 points)

_ 43
Soit g : [~1,1] — R, définie par : g(x) = >~ -

On considere le schéma itétératif suivant : x,11 = g(x,) =

3

3xy — X,
; avec Xg

2
donné.

1) Montrer que la fonction g est croissante et déterminer 'image g¢([—1, 1])

2) Trouver les points fixes de la fonctions g

3) On veut étudier la convegence de la suite (x,)

3.a) Etudier la convergence locale de (x,) vers chacun des points fixes de g

3.b) Pour tout choix initial xy €]0, 1[, montrer que (x,) est croissante

3.c) Déduire que si x €]0, 1] alors (x,) converge vers 1'un des points fixes de g
qu’on précisera et qu’on notera 0;

3.d) Determiner 1'ordre de convegence vers 0;,et la constante d’erreur asymp-
totique

3.e) La suite (x,) peut-elle converger vers les autres points fixes? si oui, indi-
quer le choix de xy € [—1, 1] qui permettrait cette convergence.

Exercice II (7 points)

On considere le systéme linéaire (S;) : AX = B

2 -1 0 7
avec A = -1 2 -1 et B= 1
o -1 2 1

1) On cherche & résoudre le systeme (Sq) par les méthodes directes

1.a) Donner les matrices de Gauss M; et M, qui permettent de transformer (S)
en un systéme (S;) de la forme UX = C ou U est triangulaire supérieure. Donner
UetC

1.b) Donner la solution X en solvant le systeme (S1) ou (S2)

1.c) Décomposer la matrice A sous la forme A = LU ou L est triangulaire infé-
rieure

2) On cherche a résoudre (S1) par les méthodes indirectes de type : Xy 1 =
TXy+D

2.a) Donner la matrice | de Jacobi associée a la matrice A

2.b) Donner la matrice G de Gauss-Seidel associée a la matrice A

2.¢) Trouver les valeurs propres de | et de G

2.d) Etudier la convergence pour les 2 méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel
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Exercice III (6 points)

Soit ¢ : [0,1] — R une fonction de classe C?, On pose Ag = 4g(0) — 8g(%) +
43(1) :
1) Vérifier que pour tout polynéme Q de degré < 2, ona AQ = Q" (§>

2) Donner en fonction de g(0) , g(l) et g(1) le polyndme P de degré 2 qui
vérifie : P(0) = g(0), p(%) o(3) et P(1) = (1)

3) On pose pour tout x € [0, 1% r(x) = g(x) — P(x)
3.a) Montrer qu’il existe 0 € [0, 1] tel que : r"(6) = 0

3.b) Déduire qu’il existe 6 € [0, 1] tel que : [g(0), g(

N —

1 1
3.c) Vérifier que [g(O),g(E),g(l)] = EAg

3.d) Montrer que g”(%) —Ag = r”(%)
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6.5 FE.S.O Session ordinaire 2010-2011 (Durée :1h30)

Soient x et x; deux réels € [0,1] tels que xyp < x7 , ¢ une fonction

de classe C3([xg, x1]) et P(x) le polynome de degré 2 vérifiant :
P(xo) = g(x0); P(x1) = g(x1) et P'(x1) = g'(x1) (%)

Pour un x arbitraire dans ]x, x1[,on consideére la fonction R définie par :

R = ()~ Ple) — S ) -2

a) Vérifier que R s’annule en 3 points de [xo, x1]

b) Montrer que R’ s’annule en 3 points de [x, x1]
¢) Déduire qu'il existe 6, €]xo, x1[ tel que R®)(8,) = 0
d) Conclure qu’il existe 6, €]xp, x1][ tel que :

(3)
8~ P(x) = 82 (r ) ()2

II

Onprend xp=0,x; =1 etg(x) =

5 ix et P(x) = ax? + bx + c vérifiant (),
cad: P(0) =g(0); P(1) =g(1) et P'(1) = ¢'(1)

a) Montrer que les réels 4, b et ¢ sont solution du systéme lineaire :
(S1): AX =Bl

1 00 c %
avec A = 1 1 1 ; X = b et Bl = 5
01 2 a 1

b) Donner les matrices de Gauss M; et M, qui permettent de transformer (S1)
en un systéme (S;) de la forme UX = B, ou U est triangulaire supérieure

¢) Décomposer la matrice A sous la forme A = LU ou L est triangulaire infé-
rieure

d) Trouver les réels 4, b et ¢ en solvant (S;) , (S1) ou autrement.

e) Montrer que |g(x) — P(x)| < % Vx €]0,1]

1 1 1

/ g(x)dx —/ P(x)dx| < —
0 0

f) Mont
) Montrer que W
85

<




On subdivise [0, 1] en N sous intervalles de méme longueur h

1
a) Ecrire la formule des trapézes composée approximant / g(x)dx
0
b) Quel nombre de sous-intervalles faut-il choisir pour avoir une erreur infé-
rieure a 1073

¢) Onprend N =3
1
i) Evaluer numériquement / ¢(x)dx par la méthode des trapezes composée

ii) Calculer I'erreur d’intégration par la formule des trapezes composée
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6.6 FE.S.O Session Rattrapage 2010-2011 (Durée : 1Th30)

Baréme : 1 point par question ( la réponse doit étre justifiée) + 1 point pour
présentation

Exercice I

On cherche a résoudre le systéeme Ax = b par les méthodes directe et indirecte.
Soit A = (a; ]‘)]Sl‘, j<n une matrice carrée vérifiant les conditions suivantes :
a; >0 ,1<i<n
az-ng , 1§l7é]§1’l
j=n
Zai]->0, 1<i<n
j=1
Soit D la matrice diagonale (d;; = a;; etd;; =0 sii # 7)
1) Montrer que la matrice D est inversible et donner D!
j=n
2) Montrer que la matrice A vérifie: Y |ajj| < |ay] ,1<i<n (x)
j#ij=1
3) Donner I'expression du terme général de la matrice A(") obtenue apres
la premiére étape du procédé d’élimination de Gauss sans pivot
4) Montrer que la matrice B d’ordre (1 — 1) obtenue a partir de A(1) en

enlevant la premiere ligne et la premieére colonne vérifie une la relation similaire
a (%)
5) Ecrire le schéma itératif de Jacobi x*+1) = Tx(®) 4 C

(T étant la matrice de Jacobi associée a A )

6) Expliciter les composantes xEkH)en fonction de celles de x¥) et de C

7) Montrer que la méthode de Jaobi converge
j=n
t T, = tii| <1
(on pourra montrer que || T|| max ]—21 |ti] )

8) Application :
3 -1 -1 1 1
OndonneA=| -1 4 -2 |,b=]1 [,x®=1]1
-1 -3 5 1 1

a) Donner la matrice T de Jacobi associée a A
b) Calculer la 1¢ itération x(!) obtenue en utilisant la méthode de Jacobi
Exercice I1

Soit ¢ la fonction définie sur [0, 00| par g(x) = xexp(x)

1) Montrer qu’il xiste une solution unique 9 €]0, +oo[ qui vérifie g( 0) = 1
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g"(x)
g0 =2

2) Montrer que V x € [0, +oo[on a:

3) On considere la fonction /1 définie sur [0, +-oo[ par : h(x) = x — g(;)(gg !
a) Montrer que V x €]0, +oo] , il existe ¢ €]0, x[ tel que : h(x)— 0 = %(9 -
1
c
x)zg/( )
g'(x)

b) Déduire que que V x €]0, +oo[, h(x) > 6

4) On considere la méthode itérative définie par : la donnée de xo > 6 et
Xn1 = h(xy)

i) Montrer que la suite (x,),cn est décroissante

ii) Déduire que la suite (x,),cn converge et trouver sa limite

iii) Montrer que pour tout x > 0 onah(x) —0 < (6 — x)?

iv) Déduire que Vk € N, x; — 6 < (x9 — 0)” o1 p est un entier a préciser

4) Trouver le polynéome P de degré 1 qui interpole la fonction g aux points 0 et

5) Montrer que [g(x) — P(x)| < % ou e =exp(1)

88



6.7 ES.O Examen 2009-2010

Exercice I

Soient P*(x) le polynome interpolant /1 aux points 0, ¢ et 1

1) Exprimer P¢(x) dans la base de Newton

2) Pour tout x € [0, 1], calculer

lim i) = 1(0) et lim h(1) = h(e)

e—0 £ e—0 1—¢

3) En déduire que lir% P¢(x) = P(x) = h(0) + xh'(0) + (h(1) — h(0) — K'(0))x?
£E—

4) Montrer que le polyndme P(x) trouvé en 3) est'unique polynéme qui vérifie :

P(0) = h(0); P(1) = h(1) et P'(0) = I (0)

h(x)— P
4) Pour un x arbitraire dans |0, 1[,on pose K = M

x2(x—1)

soit ¥ la fonction définie par :

W(t) = h(t) — P(t) — K*(t — 1) = h(t) — P(t) — %ﬂ(t —-1)
a) Vérifier que ¥(0) = ¥'(0) = ¥(1) = ¥Y(x) =

b) Montrer que ¥’ s’annule en 3 points de [0, 1]

¢) Déduire qu’il existe 0 € [0, 1] tel que ¥®) () =

)
d) Conclure que h(x) — P(x) = L6(9)x2(x -1)
5) a) On pose M3 = max ‘h ‘

0<t<1

Montrer que |h(x) — P(x)| < % Vx € [0,1]

<M

b) Mont
) Montrer que <

[ 00) — Py

Exercice I1

Soit & une fonction de classe C3(R) dont la dérivée et la dérivée seconde ne
s’annulent pas au voisinage de a et telle que : h(a) = 0
On consideére les suites (x,) et (y,) définies par la donnée de x et les relations :
_ h(xn)
Yn = Xn — 7 ()

h
Xn+1 = Yn — h,(g;;))

On suppose que ces suites convergent versa et que Vn € N, x, #aet y, #a

. n—4a h/, a
1) Montrer que lim; (xy — ) = Zh’((a))
Xn41 — 4 h//(a)

2) Montrer que lim,_,

(o —a)(yn —a)  1(a)
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3) Démontrer que I'ordre de convergence de la suite (x,) est au moins 3
4) Démontrer que 1'ordre de convergence de la suite (y,) est au moins 3

Exercice I1I

Soient & une fonction de classe C?([a, b]) ; et B 2réels de [a, b]

On suppose que « < 3 et on considere sur [« , 3] les fonctions :

D=1 E = (g o
qmngg—wa) B ool f_i)
1) Calculer Wy (a); Wi (B), Vi () et W (« ) pour0 <k <3

2) Soit P le polynéme défini sur [« , 3] par :

P(x) = h(a)Wo(x) +h(B)W1(x) + ' (a)W5(x) + h(a)¥5 (x)

Montrer P que vérifie les conditions suivantes :

P(x) = h(ax); P(B) = h(B); P'(ex) = W' (ax) ; P"(ax) = h" ()
3) Soit Q le polyndme défini par Q(x) = (x — «)3(B — &)

On suppose que h est de classe C*([a, b]) et on pose :
B0 =H(t) — P() = ()~ P)

a) Montrer que ¢ admet 3 zéros

b) Montrer que g’admet 3 zéros

c) Montrer que ¢ admet 3 zéros

d) Montrer que pour tout x €|« , B[ il existe 0 €]a, B[ tel que :

(4)
() - p(x) = 20

e) Déduire que |h(x) — P(x)| <
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6.8 FE.S.O Session ordinaire 2008/2009

Exercice I

Soient h = 3 — acavec et 3 € [a, b] et g une fonction de classe C*([a, b]).

Montrer que :

2
D [ g(0dx = Mgl +5(8)) + 1 (1@ - (B} + oy [ (- B
s (x)dx

2
) [ s(0ix = 1 {3e) +9(8)} + 1 (@) ~ £1(B)} + (@) avecd €

3) On suppose que [a, b] est subdivisé en n sous intervalles

[xi,xi11],i=0,1,..,n—1

Montrer que : /ab g(t)ydt = g {g(a) +2[g(x1) + g(x2) + ...g(xn—1)] +g(b) } +

h? / b a)S (4) N
E{g (a) — }+ 70 8 (A)ou A€ a,bleth=xi1—x;;

(]ustifiez bien vos réponses pour montrer la différence entre ¢(*)(x), g+ (6) et
g ()

4) On prend g(x) = exp(—x?) et on donne g(1) = 0.368, g(%) = 0.779 et
¢'(1) = —0.736

1
En prenant max ‘ g¥ (t)‘ = 12, donner une approximation de / exp(—x?)dx
0

avec précision 102

Exercice I1

Soient & et € €]0, 1] et g une fonction C*([a, b]) avec a < b.

On consideére x et B € [a,b] avecax < fetonposeh = f3 —«

Soit P#%(x) le polyndme interpolant ¢ aux points o, & +¢, 3, et B+ &
1) Exprimer P#°(x) dans la base de Newton

2) Donner I'expression de l’erreur d’interpolation : e%%(x) = g(x) — P®(x)

3) On définit :

8(a),g(@)] = lim[g(a), gl + )] et [3(6), 3(8)] = lim[3(8), 5(6 + )
Montrer que :

i [g(@), gt 9(68)) =  { SE 5 —g(a }

.. 1 / /3 - /

i) [g(c0), 8(a0), 3(8), 2(6) = 7 {g (@) - 288 4 g )

4) Soit H(x) = J(isr_% P (x) et My = 0{21?2([3 ‘g(‘})( )‘
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WM,

_ — H 8,5 <
Montrer que |g(x) — H(x)] J}Sr_rgo e (x)‘ < 381 Vx € [«, B
Exercice III
On définit la fonction h(x) = %x pourx € [0, 1]

x 2
1) Claculer H(x) = / h(t)dt ot x < 1et donner la valeur de H(g)
0

1
2) Donner l'expression du polyndéme de Lagrange Q(x) interpolant /1 en 0, 3 et

3) Trouver les coéfficients Cy , C; , C, tels que pour tout polyndme P de degré
<2
2
3 1 2

onait:/ P(t)dt = CoP(0)+ C1 P(3) +C2 P(3) (E)

4) Utiliser 1’égalité (E) pour donner une valeur approchée de Log(3)
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6.9 FES.O Session rattrapage 2008-2009

Soient xg,x1, Xy et x3 4 points distincts de [a,b] et ¢ une fonction de classe
C*([a,b]) avec a < b, soit p(x) le polyndme interpolant g aux points :xg, x1, x et
X3

1) Exprimer P(x) dans la base de Lagrange(L;(x)),i =0,1,2,3

2) Si g(x) est un polyndme de degré < 3, quelle est 'erreur d’interpolation :
e(x) = g(x) — P(x)

3) Montrer que L;(x) = #g?,w
i) 7\ X

4) Soit Q(x) = (x —a)(x — 3)(x — 0).

Montrer que si les 3 racines de Q(x) sont distinctes alors la méthode de Newton

ol 7y (x) = ﬂf’zo(x —x;)

x
converge vers 6 en un seul pas.

avec xg =
5) Soit T(x) = x* + bx + ¢, admettant deux racines réelles « et /3

. . bxn +c )

On définit la suite (x,),>0 par x,+1 = —( r; ),n >0 et xg donné

n
Montrer que si |a| > || alors (x,,),>0 converge vers «
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6.10 E.S.O Session ordinaire 2007-2008(Durée : 1Th30)

Soient & une fonction de classe C3([a, b]) ; a et B deux réels de [a, b

On suppose que & < 3 et on considere sur [« , 3] les fonctions :

_q_ e’ g (k-
Hol ‘1( </3) ap’ 2 (’“>(‘ (’3) “z(us 0 ((ﬁ—)o;ﬁ)
_(x B—«a a) (x—«a
M) = (g5 Y300 =5 (g gt~ (5w
1) Soit P le polynome défini sur [« , B] par:
P(x) = h(a)¥o(x) + 1(B)¥1(x) + I (a)¥2(x) + 1" () W5(x)
Montrer que P vérifie les conditions suivantes :
P(a) = h(a); P(B) = h(B); P'(a) = I (&) ; P"(ax) = W («x)
P est dit interpolant d'Hermite de / aux points « et 3.
2) Soit Q le polyndme défini par Q(x) = (x — a)3(x — B)
On suppose que h est de classe C*([a, b]) et on pose :

3(0) = h(t) = P(1) = X (h(x) — P(x)

a) Montrer que pour tout x €|« , B[ il existe 6 €]« , ] tel que :
(4)

() - p(x) = 2@ g

b) Déduire que |h(x) — max ‘h(4)(t)‘ Vx € [a,b]

9
< 2

PO = 3045 22
B

4) i) Claculer les intégrales / Wi(x)dx pour 0 < k <3
[24

B
ii) En déduire 1'expression de / P(x)dx en fonction de « , B, h(ex ), h(B), ' («

ACY '
5) On suppose que la fonction & est de classe C*([a, b)).

B
: h(x) — P(x))dx| <
A2 /a (h(x) = P(x))dx| < Ma=—gy
6) On consideére une subdivision xgp = a < x; < ... < x, = b réguliere de pas

(b—a)

_ )
Enposant My = max ‘h(‘l) (B—«a)

h =
n
On note P; I'interpolant d’"Hermite de & aux points x; et x;;1
j=n1 x]+1
On pose H;, = Z /
. — 3 8 d (b — a)Z I / (b — a)3 e "
6) Montrer que : H, = 4In + 4In t 2 Z W (x;)+ P ]Z%) n'(x;)
7) Si h est de classe CZ([a b]), montrer que :
] o : (b_a) U " /
n ;) = h(b) — h(a) etr}grglo » ];) W'(xj) = h'(b) —
h'(ﬂ)
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b (b _ a)S
/a h(x)dx — H, “280nE

) < My
9) Application : En admettant que My = 12, donner une valeur approchée de

8) Si I est de classe C*([a, b]), montrer que :

1
/ exp(—x?)dx avec la précision e = 10~
0
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6.11 ES.O Examen blanc 2007-2008

Exercice I

Soit f une fonction de classe C3[a, b] et soient « et B deux réels dans [a, b].

+B
2

On suppose a<f3 et on note g(x) le polyndme interpolant f aux points: «, 2

et 3.
1) Exprimer g(x) dans la bas de Lagrange (1 point)

)
B
2) Exprimer g(x) dans la base de Newton puis calculer / g(x)dx (1.5 point)
3) Donner 'erreur d’interpolation e(x) = f(x) — g(x) pogr x € [a, B] (0.5 point)

Dédui ® ) — g < My P oy — o)
4) Déduire que | | f(x) —g(x)dx| < M3 155~ Ou Mz = max,;p|f°)(t)]
[24
(1.5 point)
5) Soita = xg < X1 < ... < X, = b, une subdivision de [a,b] et gx(x) le
A o Xt Xk
polynome interpolant f aux points : xg, — et X411
k=n—1"rxc 4
Onpose S, = ) / gr(x)dx
k=0 %k

b
Montrer que h_r)n Sn :/ f(x)dx (0.5 point)
n—»00 a

(b—a)*
19213

b
6) Déduire que | / f(x) =Sy < M3 (1 point)

Exercice I1

Soient & une fonction de classe C?([a, b]) ; a et B deux réels de [a, b]

On suppose que & < 3 et on considere sur [« , 3] les fonctions :

B (x—oc)3_ (x — a)? () = (B — (x—oc)3_ (x — a)?
Wo(x)—Z(ﬁ_“)s 3(ﬁ—0€)2+1’¢0()—(/3 )((ﬁ_“)g, (ﬁ_“)z-i-
(X—OC))
(B—a)
B (x—oc)2_ (x—a)® = (B -« (x—oc)3_(x—oc)2
10 =3 2y P10 = B (Gg oy ~ (g

(
1) Calculer Yo (a), ¥y (ax), Wo(B), Wy (B) et do(a), d(ax), do(B), do(B)
2) Soit P le polynéme défini sur [« , 3] par :
P(x) = h(a)¥o(x) +h(B)W1(x) + H (a)po(x) + 1 ()1 (x)
Vérifier que P satisfait les conditions suivantes (dites conditions de Hermite) :
P(a) = h(a), P'(a) = h' (), P(B) = h(B) et P'(B) = H'(B)
3) Soit Q le polyndme défini par Q(x) = (x — a)?(x — B)?
On suppose que & est de classe C*([a, b]) et on pose :
Montrer que pour tout x €]a, B[ il existe 0 €]a, B] tel que :
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@
h(x) — P(x) = " 44!(9)

(On pourra montrer que la fonction g(t) = h(t) — P(t) = —x(h(x) — P(x)

et montrer qu’elle admet 3 zéros et que sa dérivée admet 4 zéros)

B B
4) i) Claculer les intégrales / Wi (x)dx et / ¢Pr(x)dx pourk = 0,1

B
ii) Déduire l'expression de / P(x)dx en fonction de «, 3, h(x),h(B), 1 (x) et
W(B)
5) On suppose que la fonction & est de classe C*([a, b)).

B _ 4\5
En posant M; = max |4)(1 /a (h(x) = P(x))dx' = M4(ﬁ7zg)

6) On consideére une subdivision xgp = a < x; < ... < x, = b réguliere de pas

, montrer que::

h = (b — El)
n
On note P; I'interpolant d’"Hermite de h aux points x; et x;,1
j:nfl Xit1
Onpose H, = Y| / " P;(x)dx
j=0 “%j

b
6) On note T, I'intégrale approchée de / h(x)dxpar la méthode des trapezes
a

Montrer que : H, = T, + (b—a) (K (a) — W' (D))
que st = I T o0

7) En déduire lim H,
n—o0

b (b _ a)S
h - H
/a (o)dx = Hy 720n*
9) Application : En admettant que My = 12, donner une valeur approchée de

< My

8) Si h est de classe C*([a, b]), montrer que :
)

1
/ exp(—x?)dx avec la précision ¢ = 1074
0
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6.12 ES.O Devoir a faire chez soi 2007-2008

Soit P3 un polyndme de degré 3 et f € C?([a, b]) avec f(?) < 0

Soit I(f) = / ’ f(x)dx et IT approximation de I(f) par la méthode des tra-
pezes. !

Soit I}, (resp.1y) I'approximation de I(f) par la méthode des triangles droits
(resp. gauches)

1) Ecrire les expressions de I”, I, etIT (1 point)
n n

I
2) Montrer que I] = gTd (1 point)
3) En déduire que h_r)n IF = I(f) (1 point)
n o0

4) Prouver que |I(f) — IT| < My(b — a)L;f(a)) (1 point)

bta f(b)+f(a))

b
5) Etablir les ingalités : (b — a) f( 7 ) > /ﬂ f(x)dx > (b—a)f( 5

(2 points)
b _
6) Etablir 1'égalité :/ g(x)dx = % [P3(a) + 4P5(
a

7) Soita = xp < x1 < .... < x, = b, une subdivision de |4, b]

b+a

) + Psb] (2 points)

Montrer que :
Xit1 Xi) + f(x; 1 (¥
" g = (e — ) OO, 0 ) (o)

Xi
(2 points)
8) Si xi41 — x; = h pour touti = 0,1, ....n — 1, montrer que l'erreur d"approxi-

, 3
mation de j’;l“ f(x)dx par la méthode des trapezes est de la forme : — % 2(0),0 €

[xi, xi1] (1 point)
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6.13 FES.O Session ordinaire Janvier 2003

Soit g une fonction de classe C* avec p > 1 et g(x*) # 1

on suppose que le procédé itératif x,, 1 = g(x,) vérifie :

Xpi1 — X = (k4 6,)(x, — x*) avec [k| < 1etlim, 008, =0
(Xn41— X0)?

Xn+2 — 2xn+1 ;" Xn

soit z, = x,, +

1) Chercher : lim, o "
Xn — X
(x,) et (zy).

2) on généralise le procédé précédent de la maniere suivante :

xg(g(x)) — (g(x))?2
on définit la fonction & par : h(x) = 2 (‘Z ((é; ())))_ Zg(zgx() 1_) p

puis on pose v, = §(x,),zn = g(yn) et xy41 = h(x,) pourn =0,2,3,...
a) Prouver que g(x*) = x* < h(x*) = x*

et comparer la vitesse de convergence des suites

b) On suppose de plus que : g’ (x*) = --- = ¢lp —1)(x*) = O et que: gp)(x*) =
pIA #£ 0
P+l
en prenant x* = 0 et ¢(x) = Ax? + mg(@x),o <0<1,

montrer que : h(x) = —A%2x?P"1 + O(x? sip > 1 h(x) = O(x?)sip =1
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