Cours d’analyse numérique

SMI-S4

Introduction

L’objet de ’analyse numérique est de concevoir et d’étudier des méthodes de
résolution de certains problémes mathématiques, en général issus de problémes
réels, et dont on cherche a calculer la solution & ’aide d’un ordinateur.

Exemples de problémes a résoudre:

- Systémes linéaires ou non linéaires.

- Optimisation.

- Equations différentielles ou aux dérivées partielles.

etc. ..

Références pour le cours:

(1) P. G. Ciarlet

Introduction a ’analyse numérique matricielle et & 'optimisation.
(2) A. Quarteroni

Méthodes numériques pour le calcul scientifique.

(3) M. Sibony & J. Cl. Mardon

Analyse numérique 1: Systémes linéaires et non linéaires.
Analyse numérique 2: Approximations et équations différentielles.



1 Reésolution de systémes linéaires

Objectifs:
On note par My (R) I'ensemble des matrices carrées d’ordre N.
Soit A € My (R) une matrice inversible et b € R .
On cherche a résoudre le systéme linéaire:
trouver x € RN | tel que Az = b.
Nous allons voir deux types de méthodes:
- Méthodes directes,
- Méthodes itératives.
Selon le type et la taille d’'une matrice, on utilise une méthode directe ou
une méthode itérative.

1.1 Quelques rappels d’algébre linéaire
1.1.1 Matrices

- La transposée, d'une matrice A = (a; j)1<; j<N,€St une matrice
T __ / . o £
Al = (ai,j)lﬁwﬁNa avec a; ; = a;j; pour 1 <i,j < N.
On a evidemment les propriétés suivantes:

(AT = 4;

(A+ B)T = AT + BT;
(AB)T = BT AT
(@A) = aAT Va € R;

det(AT) = det(A).
Si A est inversible (AT)~! = (A~1)T.

- La matrice adjointe de A est A* = AT on a alors les propriétés:

(A*)* = A;
(A+ B)* = A* + B*,
(AB)* = B*A*;

(aA)* = aA*Va e C
det(A*) = det(A);
Si A est inversible (4*)~! = (A71)*.
- Une matrice A € My (R) est symétrique si AT = A.
- Une matrice A € My (C) est hermitienne si A* = A.
- Une matrice A € My (R) est orthogonale si ATA = AAT =
(c’est a dire AT = A1)
- Une matrice A € My(C) est unitaire si A*A = AA* = Iy.
(c’est a dire A* = A1),
On dit que A est normale si A*A = AA*.

M

Il
N

- 81 A = (@i j)1<i,j<n la trace de A est définie par tr(A) = aj ;-
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1.1.2 Normes matricielles

Soit E un espace vectoriel sur R.

On définit ||.]| une norme vectorielle sur F, c’est-a-dire une application:
E — RT qui vérifie les propriétés suivantes:

(i) Vz € E,||z]] =0 <= 2z = 0.

(ii) VA € R, Vz € E, || Az|| = |A|.]|=]].

(if) Vo, y € B, [l + yll < llo]] + [Iyll

Exemples de normes vectorielles sur RY :

Soit * = (z1,22,...,7x) € RY

) z— |zl = o]+ |22 + ... + |an]

2) oz |lzlla=VInPH]zP+. A+ v
3) =[]l = maz(|z1], |72l - .., |TN])

sont trois normes vectorielles sur R,

Définition 2:

Soit |.|| une norme vectorielle sur E = RY.

On appelle une norme matricielle induite, par cette norme vectorielle, sur
My (R), qu’on note encore par ||.|[:

A= ||All = sup{|[Az|l,z € RV, |la]| = 1}.

Remarque:

on dit aussi que c’est une norme matricielle subordonnée ou associée a la
norme vectorielle.

Proposition 1 Si ||.|| est une norme matricielle induite (par une norme vec-
torielle ||.|| sur E =RY) sur My (R), alors on a les propriétés suivantes:

(1) Vz € RN et VA € My(R),
|| Az|| < IIAH-Hﬂg\Ll-
(2) 1]l = maz{ || Az, x € RY, |la]| = 1}.
(3) l|Al| = maz{Ffl w € RN,z # 0},
Démonstration
(1)Soit = € RY non nul,
y= e = llyl[ =1
= ||Ay|| < ||A]|| (par définition)

— || Arkell < [/4]

Az
« Il <4
= || Azl < ||A]].[[z]]-
Si x = 0 alors Az = 0 et I'inégalité
[|Az|| < ||A]|-]|x]| est encore vérifiee.
(2) 1Al = sup{||Az[|,» € RV, ||z]| = 1}
Comme Papplication x — ||z|| est continue sur {z € RV ||z|| =1}
qui est un compact de RV,
3z € {x € RY ||z|| = 1} tel que:
1Al = l|Azo|| = maz{||Az||,> € RY, |l]| = 1}.
(3) Si & est non nul,
Ax T
2l = || Azl

[zl




et ﬁe{mERN,HxH:l}.
Proposition

Pour toute matrice 4 = (a; ;)1<i j<n, On a

1A | Aa] $
1) ||All1 = sup L = max ai .
HiA llall=t oI 1§j§Ni:1| "
N
2) ||Alloo = sup Azl —  pax a; ;.
[[Alloe lafliz1 oMl 1§i§Nj§1‘ il
Exemple
Si A= ( é _02 >;

[|A]]1 = max(4,2) =4 et ||4]| = 3.

1.1.3 Rayon spectral

Définition:

Soit A € Mpy(R) et A e C.

On dit que X est une valeur propre de A, s’il existe un vecteur u € RN, u # 0
et tel que: Au = Au.

On dit alors que w est un vecteur propre de A associé a A.

Proposition 2 On a l’équivalence suivante:
A est une valeur propre de A <= det(A —\I) = 0.

Les valeurs propres de A sont donc les racines du polynome

Py(x) = det(A — zI), appelé le polynome caractéristique de A.

C’est un polynome de degré N, il a donc N racines dans C

(non nécessairement distinctes).

La matrice A a donc N valeurs propres dans C (non nécessairement dis-
tinctes): A1, Agyyee, AN

Ai

I
M=

N
det(A) = J] A\i et tr(A)
i=1

i=1

On montre qu’on a :
Propriété:

Si A € Mn(R) est une matrice symétrique
alors toutes ses valeurs propres sont réelles

et il existe une matrice orthogonale P (P~! = PT) telle que:

Mo0. 0
piap=| 0 -t =D
0 0 v

ou les \; sont les valeurs propres de A.

A est donc semblable & la matrice diagonale D.

Définition: On dit que deux matrices A et B sont semblables s’il
existe une matrice inversible P telle que A = P~'BP.

Exemple:



A:

e =)

1
0
1

O~

23 -3 —2=(z—2)(z+1)?
Les valeurs propres de A sont: 2, —1,—1.

Les vecteurs propres sont:

—~

-1 1
Pour \1 = —-1: « 0 +81 -2 |,
1 1
avee a, § € R, (a, 8) # (0,0).
1
Pour)\2:2:a<1),aveca€R*.
1
-1 1 1 -5 0 3
L p— _ SR B L T
Si P= 0 2 1 J,onaP '= ; 5%
1 L1 3 % 3
-~ 0 2 01 1 -1 1 1
_ 1
P71AP = %_§§ 101 -2 1
3 5 3 110 11
-1 0 0
= 0 -1 0
0o 0 2
A _\ 4 1
vioovg
Remarque: Si on prend P’ = 0 -% x5 |
1 1 1
vz V6 V3
son inverse: P~! = PT et on a:
P/TAP/1 1 1 1 1
B N B R R
I G B U B
V3 V3 VB V2 V6 V3
-1 0 0
= 0 -1 0
0o 0 2
Définition

Le rayon spectral de A est
p(A) = maz{|A], A € C, X valeur propre de A}.

Proposition 3 Soit A € My (R), alors pour toute norme matricielle, (induite
ou non) on a:

p(A) < [IA]|
Démonstration
Soit A une valeur propre de A telle que : p(A) = ||
Jp € RY non nul, tel que Ap = Ap.



p vecteur non nul = 3¢ € RY tel que pg’ # 0.

= p(A)llpg" || = IX-llpg" || = [|(Ap)q™ |
= [1(Ap)q"|| = [|A(pg™)|
< ||A[l-|lpg™ |

= p(4) < [|A]].

On montre aussi le résultat suivant:

Proposition 4 Ve > 0 et A € My (R), il ezxiste au moins une norme ma-
tricielle subordonnée telle que:

JA]| < p(A) + €.

On montre aussi la proposition suivante:

Proposition 5 Soit A= (a;;)1<ij<n € Mn(R), alors on a

14l = sup L = V(AT A) = /p(AAT).

Théoréme
On désigne par Iy la matrice identité de My (R).
1) Soit ||.|| une norme matricielle induite sur My (R).
Si A € Mn(R) est telle que ||A]| < 1, alors
la matrice Iy + A est inversible et
(I + A) — 1| < by
2) Si In + A est singuliere, alors [|A|| > 1, pour toute norme matricielle sur

My (R).
Démonstration:
DUIn+A)z=0

= [|z]| = [|A=|| < [|A]].||]]
Comme ||A]| <1, onaz=0.
= In + A est inversible et on a
Comme (IN o A)71 =1INn— A(IN + A)fl
ona [[(In +A) 7| < 1+ [JAL]|(In + A) — 1]]
= (L= [[A])|I(In + A7 <1
— I+ A <
2) In + A singulidre<=> det(Iy + A) =0
<= X = —1 est une valeur propre de A
= 1< p(4) < [|4]].

1.1.4 Produit scalaire et matrices définies positives

Définition Si E est un espace vectoriel sur K = R ou C, un produit scalaire
sur E est une application de
ExFE—K
qui vérifie les propriétés suivantes:
) <zyz>>0,,VreEet<z,x>=0=— z=0.
(i< alx+y),z>=a<z,z>+a<y,z>VaeKVr,y,ze E



()< y,z >=< xz,y >,Vx,y € E.
Exemple: K =R, E =R pour x,y €k,
2T = (21, ....,2n) et yT = (y1, ..., yn),
N
L’application (z,y) =< =,y >=yTz = > 29,
i=1
définit un produit scalaire sur RY.
Définition
Une matrice A € My (R) est définie positive si
(Az,z) > 0,Vo € RV,

Si 'inégalité stricte est remplacée par une inégalité au sens large (> 0), on

dit que la matrice est semi-définie positive.
Définition: les mineurs principaux dominants de A = (ai;)1<ij<n
sont les N déterminants des sous-matrices de A:
(aij)i<ij<r, (1 <k < N).

Proposition 6 Soit A € My (R) une matrice symétrique.

A est définie positive si et seulement si 'une des propriétés suivantes est

satifaite:
(1) (Az,z) > 0,Vz € RN, 2 # 0.
(2) Les valeurs propres de A sont > 0.
(3) Les mineurs principaux dominants de A sont tous > 0.

1.2 Méthodes directes

Une méthode directe de résolution d’un systéme linéaire est une méthode qui
calcule z, la solution exacte du systéme, aprés un nombre fini d’opérations

élémentaires (4, —, x, /).

1.2.1 Meéthode de Gauss et factorisation LU

Méthode de Gauss Soit A € My (R) une matrice inversible et b € RY.
pb: trouver z € RN, Az =b.
Méthode de Gauss:
On pose AY = A et b = b.
On construit une suite de matrices et de vecteurs:
AL 5 AQ) AR AN,
b =) — k) p(V),
Les systémes linéaires obtenus sont équivalents:
Az = b= AR g = p(k) —= AWN) g = p(N)
La matrice AV) est triangulaire supérieure.
Si aucun pivot n’est nul:
Passage de AF) a AK+1) g agf,)c #0:
-Pouri < ketpour j=1,2,....N
(k+1) _ (’3) ot b§k+1) — k)

4,3 @i 2



- Pour i > k:

O]
(k+1) _ (k) _ %k (K)
Gig T g T g
O]
k-+1 k) aj o (k
D <
.k
pour ¢ = j,..., N.
1 1 1
L "
0 a‘2,2 a‘2,3 a2,N
k)_ : k k
A= : 0 a® oo ah L 1<E<N
: k
al(c+)1,k
0 - 0 agv’i ag\hzv
La matrice A™) est alors sous la forme:
o O a®
0 o o® ()
a2‘2 a2‘3 DR DRI DRI a/2,N
N)_ : - k k
AN — : . ) a,ﬁ,ﬁ a}(ﬂl
[ P ag\”\),
La résolution du systéme linéaire ANz = b(Mse fait en remontant et on
calcule successivement: Ty, Tn_1,....... et xy :
)
TN = (NN) y
N,N
N

vi= 0™ = Y ), i=N-1,.1

Remarques: det(A) = det(A®)) = det(AM).

Cas d’un pivot nul:

Si a I'étape k, le pivot ay ; = 0, on peut permuter la ligne £ avec une ligne
i0, telle que 7o > k et a;, 1 # 0 et on continue la méthode de Gauss.

Cotuit de la méthode de Gauss pour résoudre le systéme linéaire Ax = b

1) Pour I’élimination: A — AV

Nombre d’additions: ( . :

2 2 2 _ N(N—1)(2N-1)

(N=1*+(N=2)*+...+1° = =5

Nombre de multiplications: w;
Nombre de divisions: (N — 1) + (N — 2) + ... + 1 = Y=,

2) Pour passer de b — b(™) :




(N =1)+ (N =2) + ... + 1 = XD gqditions
et Wmultiplications.
3) Pour la remontée:

N(N—1) N(N—1)
2 2

additions et multiplications et N divisions.
Au total, 'ordre du nombre d’opérations élémentaires nécessaires a la méth-
ode de Gauss est:
NTs additions, NTs multiplications et N72 divisions.
Comme le calcul direct d'un déterminant nécessite:
N!—1 additions et (N — 1)N! multplications,
la méthode de cramer va nécessiter
(N + 1)! additions, (N + 2)! multiplications et N divisions
Par exemple pour N = 10 :
La méthode de Gauss nécessite : 700 opérations,
et la méthode de Cramer: 500 000 000 opérations!
(11! + 12! = 39916 800 + 479001 600 = 5.1892 x 108).

Stratégies de pivot Plusieurs stratégies de choix de iy sont possibles:

- Stratégie du pivot partiel:
On peut choisir ig tel que:

|aiy x| = maz{|a; k], i =Fk,...N}.
- Stratégie du pivot total:
On choisit g, jo tels que:

|ai07j0 | = max{|ai>j|7i?j =k... N}’
et on permute

la ligne k avec la ligne ¢
et
la colonne k avec la colonne jg

Factorisation LU Supposons que dans I’élimination de Gauss on n’utilise
- . . (k)
aucune stratégie de pivotage et que tous les pivots Qi # 0.
Dans ce cas le passage de A®) — AK*+1) (1 <k < N-1) revient & multiplier
a gauche la matrice A®®) par la matrice N x N :

1 0 .. e .. 0
0 1 0
EFR = | - 0 1 e 0
—lky1,k
: : : 0 .
0 -~ 0 Ly 0 - 1

*)
a; .
avec l; , = —5, pour k+1 <i < N.
Ak

La matrice AN) | qui est triangulaire supérieure, est alors égale a



AN = MA
avec M = EN-VEWN=2) g
M est le produit de matrices triangulaires inférieures, donc M est aussi

N—1 ‘
triangulaire inférieure, on a det(M) = J] det(E®) = 1 et Pinverse de M est
i=1

aussi triangulaire inférieure.
En posant U = AM et L=M"1, ona A=LU.
1 0 --- 0
0 1 0 -
(E(R)=1 = 0 1 0
lit1,k
; 0 0
0 0 Iy s 0 0 1
L=M"1=(EO)-"YE)-1  (EN-1)-1
1 0o --- 0
log 1 0
L= 1 0
U1,k
lN,l lN,k lN,N—l 1
Exemple:
5 2 1
A= 5 -6 2 | =40
-4 2 1
1 0 0 5 2 1
EW=| -1 1 0 [;A®@=[0 -8 1
4 18 9
: 01 0 < =
1 0 0 5 2 1
E@=10 1 0]:4®=[0 -8 1 |=U
0 4 1 0o o0 2
1 0 O
L= 1 1 0 et A=LU
=4 =9 1
5 20

Théoréme
Soit A = (a;;)1<i,j<n une matrice carrée d’ordre N telle que les N sous-

matrices de A:

10



ail “ee e a1k

ak)l PR e akk
soient inversibles,

alors il existe une matrice triangulaire inférieure L = (1;;)1<i<n, avec

l;; =1 (1 <14 < N), et une matrice triangulaire supérieure U telles que A =
LU.

De plus cette factorisation est unique.

Démonstration
Il suffit de montrer qu’aucun pivot n’est nul.

1.2.2 Matrice symétrique définie positive: Méthode de Cholesky

Dans le cas ou la matrice A est symétrique définie positive, la condition du
théoréme précédent est satisfaite et elle admet une factorisation A = LU, avec

1 0 0 Uy o Uy N
l21 ) : 0 :
L= . .. . et U =
: 0
Int Inn-1 1 0 0 uyy

Comme la matrice A est définie positive, on a
k
H Ui g = A >0,k=1,2,...,N,
i=1
(les Ay sont les mineurs principaux dominants de A)
et u;; >0, pour i =1,2,..., N.
ity 0--- 0
0 .
Si on pose D = ) s :
: 0
0 0 VUN,N

Cette matrice est inve{sible et son inverse est

0 0
u1,1
0 .
D 1= :
: 0
1
0 0 —

A= LU = (LD)(D~'U) = RBT

La matrice R = LD est triangulaire inférieure et BT = D~'U est triangu-
laire supérieure et elles sont toutes les deux inversibles.

Comme A est symétrique, on a AT = A.

= RBT = BRT = B 'R=RT(BT)!

De plus B~ R est une matrice triangulaire inférieure et R7(BT)~1 est une
matrice triangulaire supérieure, ce qui implique que

11



B7'R = RT(BT)~! = matrice diagonale

Or les éléments diagonaux: (B™'R);; =1

— B'R=RT(BT) ' =1Iy

= B=Ret A= RRT.

Comme R=LD = (r; ;) = 1i; = VUi >0, pour 1 <i < N.

Unicité de R:

Supposons que A = RRT = BBT, avec R = (r; ;) et B = (b; ;) des matrices
triangulaires inférieures avec des éléments diagonaux r;; > 0 et b;; > 0, pour
1<i<N.

RRT = BBT = RT(BT)"'=R™'B

= RT(BT)~! = R7'B = D matrice diagonale,

et”ﬁf bi 1§’L'§N:>Ti)i:bi7i,1§i§N.

_ Yig 2 12
bii — Tig riﬂl—b‘
et alors dj; = ;>* =1,1<i< Net R=B.

) 0,0 )
bl ?
i

On a donc montré le théoréme suivant:

Théoréme

Une matrice A est symétrique définie positive si et seulement si il existe
une matrice triangulaire inférieure inversible R telle que: A = RR”.

Si on impose que les éléments diagonaux de R, r; > 0,1 < ¢ < N, cette
décomposition est unique.

Calcul effectif de la matrice R:

i
A=RRT R=(rij)=>ai; =Y riyrjrpour 1 <i,j <N
k=1

on détermine la 1¢7¢ colonne de R:
: . _ .2 7 .
— ] = 1: a1l = 7“171 — 1,1 = /a,Ll’

. ) _ _ais,
—J =20 a2 =T11T21 = T2 = o

ai,N
r1,1 ]

—Jj=N:aN =T11T"N1 = TN1 =

De proche en proche, on détermine la i*™¢ colonne de R (i=2,..,N):

C s 2 2
—>]—z.al)l—r171+...+r17i

=41+ 1: aji41 =Ti175 T T
) ) ) , ,
— ] 1,441 7,1 z+11+ + 7,97 1+1,1

) _aiapa—(riaripiatedriioaripio1) |
- Tit1,i = P ;

_ 2 2 .
= Ti; = \/an' —(r{y i

—Jj=N:a;N =7;i1TiN + .. +T5iTN;
NG = ai,N*("’i,lTN,1+~~+7'i,i—1TN,i—l).

Ti,i

Applications de la factorisation de Cholesky:
1) Résoudre le systéme linéaire Az = b se rameéne a résoudre successivement
les 2 systémes linéaires & matrices triangulaires:

_ Ry=15
Am—b:){ Rlu—y

12



2) Calcul du déterminant de A: det(A) = (]Jy[ i)
L’ordre du nombre d’opérations pour résotzlalre un systéme linéaire, par la
méthode de Cholesky:
NTS additions;
NT:S multiplications;
%2 divisions;
N extractions de racines carrées.

Exemple:
1 1 1
A= 1L i ; la factorisation de Cholesky de A:
i f
3 4 5
1 0 0 I
A= 1 B o 0 ¥3 5 | —RRT,
1 V3 A5 0 0 V5
3 6 30 30
1) dét(A) = (733—5:’)2 = 21160.
1
2) Pour résoudre Az = b; avec b = 1],
1
Ry=b=y1=1,50=V3ct y3 =15
3
Rlo=y=— 2= -24
30

1.3 Conditionnement d’un systéme linéaire

Soit ||/|une norme matricielle subordonnée & une norme vectorielle.
Définition Soit A € M,,(K) une matrice inversible.
On définit le nombre
cond(A) = ||A]l [|[A7Y|
appelé le conditionnement de la matrice A, relativement & la norme ma-
tricielle considérée.

Théoréme:
Soit A € M,,(K) une matrice inversible et x un vecteur tel que:
Az =0,
1) Soit = 4 0z la solution de
A(z 4 0x) = b+ b
On suppose b # 0,alors on a :
el < cona(a) el (1)
et c’est la meilleure possible (c’est & dire: 3b # 0 et 3db # 0
tels que (1) devienne égalité).
2) Soit 2 + Az solution de

13



(A+AA)(z+ Az)=b
On suppose b # 0,alors on a :
|Az| [AA]
|\z‘+m‘g|\ S Cond(A)W 2)
et c’est la meilleure possible

(c’est a dire: 3b # 0 et 3db # 0 tels que (2) devienne égalité).

Démonstration:

1) — Az =b = []b]| = [[Az|| < [|A]]. ||lz]| = =]l = %
et A(x +dz) = b+ db = A(dz) = b

Donc )

loz) _ [[A7"av]] - [A” || vl

Te TS T < JlA=2) bl et

— HH&;H” < cond(A)H

— Si on choisit
un vecteur y tel que: | Ayl = || 4]l . ||yl

et
b tel que: |A=15] = || . 3b],
on a l’égalité dans (1).
2) > (A+AA)(z+ Az)=b
= Az = —A"1AA(x + Ax)
— As] < A1 AA). 2 + Ac)

Az _ AT AA@+Aq)| 1 _ 1aA
= rad] = etz < [A7H - [AA] = cond(A) iy
— Si on choisit;

un vecteur y # 0, tel que: HA‘lyH = HA‘1H Al

et
un scalaire § # 0,
et on prend alors:
b= (A+BI)y, AA=pBIet Ax=—BA 1y,
= r+Ar =y, Av=bet (A+ AA)(z+ Azx) = (A+ By =b.
— x| < 8.l A~yl| = 81 |A~]|- Jull = 1 AA]. A1) o + Aal].
De plus si 8 n’est pas une valeur propre de A, alors b # 0.

Propriétés Soit A € My (R)
1) Si AA e My(R), alors ||AA| < ﬁ

laal lAA| 1
= Tr. < cond(A)-TE ATy

2) (i) cond(A) > 1,
(i) cond(A) = cond(A™1),
(iii) cond(aA) = cond(A),Va scalaire # 0.
3) On désigne par conds(A)
le conditionnement de la matrice A,relatif & la norme euclidienne.

(i) conda(A) = /45,

ol py(A) et py(A) sont respectivement la plus petite et la plus grande des
valeurs propres de la matrice AT A.

(on rappelle que A inversible=> AT A symétrique définie positive)

(ii) Si A est une matrice normale (AAT = AT A),

14



max |X;(A)]
condy(A) = i TRCATT
ot les A\;(A) sont les valeurs propres de la matrice A.
(iii) Si A est unitaire ou orthogonale, conds(A) = 1.
(iv) U orthogonale (UTU = UUT = Iy)
= condy(A) = condy(AU) = conds(UA) = conda(UT AU).

1.4 Méthodes itératives

On va voir un type de méthodes itératives de résolution du systéme linéaire

Az = b sous la forme:
2 vecteur arbitraire,

(3) 20+ Z Ba®) 4o k>0
lorsque
Ar =b<= x = Bx +c,
la matrice B et le vecteur ¢ sont en fonction de A et b.

Définition
La méthode itérative (3) est convergente si
lim =% =z, vz,
k—-+o0
Remarque:
Si on Pose e®) = 2(®) — 2 pour k =0,1, ...
Comme z = Bz + ¢ et 1) = Ba(*) 4 con a

e®) = Bg(k=1) _ By = Belk=1) = | = Bke(0)

lim 2z =2z <= lim e® =0 <= 1lim B*e® =0
k——+oo k— o0 k—-4o0
Donc

La méthode itérative (3) est convergente si

lim B*v =0, Vo
k—-+o00
ce qui équivaut a

lim ||B*v|| =0, Yo
k—-+oo

pour toute norme vectorielle ||.||.

1.4.1 Convergence des méthodes itératives

Théoréme
Les propositions suivantes sont équivalentes:
(1)la méthode itérative (3) est convergente;
(2)p(B) < 1;
(3)||B]|| < 1 pour au moins une norme matricielle subordonnée ||.||.
Démonstration
(1) = (2
Supposons p(B) > 1, p(B) = ||, donc 3 un vecteur p :
p#0, Bp=Apet |\ >1
— Vi > 0, |[B4pl| = [Nl = XL lpll = (Aol > ol

15



ce qui contredit lim BFp = 0.
k— 400

(2) = (3)
On utilise la proposition 4:Ve > 0 , il existe au moins une norme matricielle
subordonnée telle que:
1Bl < p(B) +e.
(3) = (1)
Soit ||.|| une norme matricielle subordonnée.
On utilise alors la propriété:
vk >0, Yo, ||B*|| < [|IB¥||-||v]] < [|B]|*.]|v]|
|B|| <1= lim ||B||* =0 = lim ||B*v||=0.
k—+4o00 k—-+o00

1.4.2 Meéthode de Jacobi, de Gauss-Seidel et de relaxation

Ces méthodes sont des cas particuliers de la méthode suivante:
A =M — N avec M inversible et assez simple. On aurait alors:
Ar=b<= Mz =Nz +b
= zx=M"'Nz+M1'b
<~ x = Bz +c,
avec B=M"'N et c = M~1b.

Méthode de Jacobi: En posant A=D — (E+ F),

M = D est la diagonale de A et N =FE + F.

Ar=b<= Dz =(E+ F)z +b.
On suppose que D est inversible, c’est & dire a;; # 0,1 <1¢ < N.
La matrice

J=DYE+F)=Iy—-D14A
est appelée la matrice de Jacobi.

z(© donné,
D+ = (B + F)z®) + b,k >0

A chaque étape, on calcule les N composantes x
du vecteur z(**1 .

k+1 k+1
R

AR

a1’1x§k+l) = —al,g.’llék) — .. — CLLN.’L'sl\;) + b]
0272(2(2 +1) = —a21$g ) — ag’gl'i()) ) — a’27NxS\/') + b2
aN’Na:E\];Jrl) = —as\];)lxgk) . a%“’)Nfle\'f),l + by

s

Méthode de Gauss-Seidel M est la partie triangulaire inférieure de A: M =
D—-FEet N=F

On pourrait améliorer la méthode précédente en utilisant les quantités déja
calculées, on calcule successivent les N composantes

mgkﬂ), ..,x%““) du vecteur z(**1 .

16



(k+1) (k) (k)

11T, = —Q1,2Ty ° — ... — G NTN + by
(k+1) (k+1) (k) (k)
@2.2%o = —a21%4 —G23T3 ... — A2 NT + bz
(k+1) (k+1) (k+1)
GN,NT = —aN1%; —. - —OAN,N—-1Tpn_1 + by

ce qui revient & écrire:
Dzt = o+ 4 pa(d) 4 p
ou encore

(D — E)z®+1) = Fzk) 4 p

0
25+ = (D — E)"'Fz® + (D - E)~'
L1 = (D — E)~'F est la matrice de Gauss-Seidel.
Elle est inversible si a;; # 0,1 <7 < N.

Méthode de relaxation Pour w # 0, en posant M = %D —FE, N =
(=)D + F,ona
A=M-N={1D-E} - {(}z%)D + F}

(1171.1‘5743-"-1) — alegk) _ w{a1,1x§k> n al,ﬂgk) N UJl,Nl'S\]/C) + by
a272-93ék+1) = a22$ék) - W{azlx(lkﬂ) + a2,2$§k)... + az,N:BS\I;) + b2}
an -2 = ay ve® — wlanaz® ) 4+ an o1 £y vel® 4 by}

ce qui revient & écrire:
{1D— E}a:+Y) = {(:=9)D + F}z® +b
La matrice de relaxation est
L, ={iD—-E}"{(:=2)D+ F} = (D —wE)""{(1 —w)D +wF}
Exemples: Etude de la convergence des méthodes de Jacobi et de Gauss-
Seidel dans le cas ou la matrice du systéme linéaire est:

-4 1 0
1) A = 1 -4 1 ;
0o 1 -4
Les deux méthodes convergent.
2 11
2)A =1 2 1 |;
1 1 2
la méthode de Jacobi diverge et La méthode de Gauss-Seidel converge.

1 2 =2
3)A=1 11 1
2 2 1
la méthode de Jacobi converge et la méthode de Gauss-Seidel diverge.

1.4.3 Convergence des méthodes de Jacobi, de Gauss-Seidel et re-
laxation

Théoréme
Soit A une matrice symétrique définie positve.

17



On suppose que
A= M — N, avec M inversible.
Si la matrice symétrique
MT + N
est définie positive,
alors
p(M~IN) < 1.
Démonstration
1) MT + N est symétrique:
A=M-N=MT"4+N=AT4+ NT + N=A+NT+N=M+NT.
2) Comme A est symétrique définie positive, ’application
ve RN = ||| = (vT Av)z
définit une norme sur R¥.

On considére alors la norme matricielle ||.|| induite par cette norme vecto-
rielle.
IM7IN|| = |[Ixy — M A[| = sup |jv— M~"Av||
[lv]|=1
Soit v un vecteur tel que ||v|| = 1.0n pose w = M~ Av,

[lv —w|]? = (v —w)TA(w —w) =1 — v Aw — wT Av + wT Aw
=1—w"MTw—w" Mw+wTAw
=1—-wl'(MT + N)w.
vEO=w=M1Av#0 = wT' (MT + N)w >0
Donc si la matrice symétrique M” 4+ N est définie positive, on a
[lo —w|]? =1—wf'(MT + N)w < 1
Exemple:

A =
0 . .oo—1
0o o0 -1 2
1) Pour tout u € RV,
N
ulAu=u? +u3 + Y (wi —ui—1)?
i=2
— la matrice symétrique A est définie positive.
2) Pour la méthode de Jacobi:
M=Det N=FE+F:
A =M — N est symétrique définie positive, car

N
u'(MT + N)u=u? +ud + > (ui +ui—1)?
i=2

>0, siu#0.
M7T + N est définie positive=> p(M~1N) < 1.

Proposition 7 (CS) Soit A une matrice symétrique définie positive.
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0 < w < 2 =>la méthode de relaxation converge.
Démonstration
On applique le résultat précédent.
OnaA=M-N
avec M = 1D —Eet N=(:=2)D+F
M'+N=LD—-E"+(:2)D+F
= 1D+ (15)D

= (39)D
I<w<2=2=2>0
= (22¢)D est définie positive.

Proposition 8 Soit A une matrice, alors
pour tout w # 0, p(Ly,) > |w — 1.

]?Vémonstration
. dét(:=“D+F
TT Ai(£.) = det(L) = e = (L= @)V

N 1
= p(Ly) = | 1:[1)\1'(£w”ﬁ =[1—wl.

Corollaire

Si A est une matrice symétrique définie positive,
alors

0 < w < 2 «<=la méthode de relaxation converge.

1.4.4 Autres méthodes itératives:

2(® arbitraire
e+ = 2k — o(Az®) —b), k>0
ol « est une constante fixée.
Si on pose %) = Az*®) —p k>0 on a
p(k+1) — (k) _ oz(A:c(k) —b)
— 2B — qAr)
= pb+1) — (k) _ o Ar (k)
=(I- aA)r(k).

Une condition nécessaire et suffisante
de convergence est:

p(I —ad) < 1.

Méthode du gradient {

Proposition 9 Si la matrice A est symétrique définie positive alors la méthode
du gradient & pas fixe converge si et seulement si

O0<a< /\l

Avec A\, la plus grande valeur propre de A.

De plus a = A1-42- 5 est une valeur optimale (I — A a le plus petit rayon
spectral)

19



. . N . z'\") arbitraire
Méthode du gradient a pas optimal { LUeH1) _ (k) _ ak(Ax(k) Bk >0

ol oy, est choisi tel que:
PO+ | ()
avec 7% = Az®) —p k> 0.
Donc r(#+1) = p(B) _ o) (k)
rEtD) | k) = pF) p(B) — o ArF) >=0
O
< ap = 7<r(‘L),A7"|(2")>'
L’algorithme est:
(0)k=0
() arbitraire
(1) calcul de r*) = Az(®) —p
(2) Si r(¥) =0, c’est terminé.
(3) Si r*) £ 0,0n calcule:

[ ™15

k= <r(k) Ar(k) >

et
g+ = 2(B) _ o) (),
(3) k:=k+1 et aller a (1).
On montre le résultat suivant:
Proposition
Si A est une matrice symétrique définie positive, alors la méthode du gradient
a pas optimal converge.
Exemples:

SEe-(2)

La solution de Az = b est x =

c;w‘ | [S11 [V
=

Les valeurs propres de
2 1
=(13)

sont
M=32-1V/5=1.3820

rojot

et
Ao = 3V5+ 3 =3.618
Donc A est symétrique définie positive.

On choisit z(©) = } )

2
et on calcule le premier itéré pour:

1) la méthode de Jacobi:
1

2 —

3
2) la méthode de Gauss-Seidel:

1
xm( E )
12

3) la méthode du gradient a pas fixe
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Si on choisit « tel que

0<2a<§:ﬁ20.55279,

=X "5
la méthode converge.
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3
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