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Plan

@ Formule de Taylor-Lagrange
@ Formule de Taylor avec reste intégral
@ Formule de Taylor-Young
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Formule de Taylor-Lagrange

Théoreme
Soit f : [a, ] — R une fonction de classe C™ telle que f™ est dérivable sur ]a, b[. Alors
il existe un point ¢ €]a, b| tel que :

< _ak k (n l)c n+1
1) =3 O e+ L o, m
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Démonstration

On définit la fonction ¢ sur [a, b] par

¢(x) =

Z (b f<k) &)

Al )t

ou A est un réel tel que ¢(a *% kLa fonction ¢ est dérivable sur Ja, b[ et vérifie
¢(b) = 0. Par le théoréme de Rolle, il existe donc un réel c €]a, b[ tel que ¢'(c) = 0. Or,

pour tout = €]a, b, on a

o) = 3OO 0w -3 Lo 406 4 s 10"

=S %f“““’m - = 0y A4 1) )"

k=0
(b

k=0

k=0

- f("+1)¢)+A(n+1)(b7x) 1

donc puisque ¢'(c) = 0, cette derniére égalité appliquée a = = ¢ nous donne

L)

n!

et le théoréme est démontré.
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Exercice 1

Soit = un réel strictement positif et f une fonction sur [0, z]

@ AQuelles sont les hypothéses qui permettent d’écrire la formule de Taylor-Lagrange
pour f sur [0, z] a l'ordre 3 (c’est-a-dire un reste ou intervient la dérivée troisieme
de f)? Ecrire cette formule.

@ On pose f(t) = €'. Justifier la possibilité d’écrire la formule de Taylor-Lagrange
pour f a l'ordre 3, et écrire cette formule.

On pose f(t) = In(1 + ¢). Ecrire la formule de Taylor-Lagrange pour f a l'ordre 3.
On pose f(t) = cos(t). Ecrire la formule de Taylor-Lagrange pour f a l'ordre 3.

© 0o
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Correction exercice 1

1 Sila fonction f est de classe C? sur [0, z] et 1@ existe sur ]0, [ on peut appliquer
la formule de Taylor-Lagrange a I'ordre 3.
Il existe ¢ €]0, z[ tel que : 7‘,\ 2

z? 73 C \
)= H0) 2 O+ 510 @ = ps

2 Soitt € [0,z], f(t) ?llug/«ﬁf f est de classe C**° sur R donc sur [0, z], on peut
écrire la formule de Taylor-Lagrange a n'importe quel ordre, en particulier a I'ordre

3. Orona
@) = 7 () Sl (¢) = <
D’ou | )
i@=1+s+2m% e © L (%
C’est-a-dire

2 3
ez:1+x+%+%ec c €0, z|
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Correction exercice 1
Soitt € [0,z], f(t) =In(1 +¢t).
3 La fonction f est de classe C™> sur ] — 1, +oo[ donc sur [0, ], on peut écrire la

formule de Taylor-Lagrange a n'importe quel ordre, en particulier a 'ordre 3. D'ou
il existe ¢ €]0, z[ tel que :

2 3
f@) = £0) +2f (0 + 51 0) + =)

Orona:
1 1
) S0 M E0) = —— W)= 1, 7)) S () =1l
10 b =t (0) SRR — 7 =
et %
(3)
=
MRS T 5D
td 2 z° 2 2 3
San LW | St W o
LGS R ) 2 e
C’est-a-dire A : < <
T a» (% (@ "
1+t)=0— =+ ———
(=) — = 3 +3(1+5)3
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Correction exercice 1

Soit ¢ € [0,z], f(t) = cos(t).
4 f estde classe C*™ sur R donc sur [0, z]. D’aprés la formule de Taylor-Lagrange
il existe ¢ €]0, z[ tel que

, T, = (s
f(z):f(0)+zf(0)+5f (O)+€f (c)
Orona:

FO)=1, f(t) = —sin(t) = £'(0) =0, f"(t) = —cos(t) = f"(0) = 1

et
F®(t) = sin(t)
D'ou 3 5
x xr _
fl@)y=1- 1 4F gsm(c)
C'est-a-dire

2 3
cos(z) =1— % + %sin(c) ¢ €]0, z[
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Applications: Approximation d’une fonction par un polynéme

Corollaire [Inégalité de Taylor-Lagrange]

Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C" sur [a, b], ou a,b € R sont fixés et telle que
f™) est dérivable sur ]a, b[. Supposons de plus que

sup [FO ()] = M < co.
t€[a,b]

Alors
|z — a|™?

(n+1)!

(x—a)k < M X (z € [a,b])
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Démonstration :

Soit z € [a,b], comme f est de classe C™ sur [a, b] et ™) est dérivable sur ]a, b], elle
I'est aussi sur [a, z]. D’aprés la formule de Taylor-Lagrange, il existe ¢ €]a, z[ tel que

IR =il

T z —a)" wxfawr1 ‘
D’ou ( \
Nl
" fR) (g (nt1) (. e
@) - fkf)(xco’ - el /f(q /(
%7
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Exercice 2

Soit la fonction définie sur R par f(z) = sin(z)
@ Ecrire la formule de Taylor-Lagrange a I'ordre 4 de f entre 0 et 0.01

A i 0,01)3 ) ~
@ En déduire que p = 0,01 — % est une valeur approché de sin(0,01) & 10~°
prés.

Lok | < AN

o O)/Ii,x*«_ﬂ
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Correction exercice 2

Fixons & € R. Soit ¢ € [0, ], f(¢t) = sin(¢).

@ 7 estde classe CT™ sur R donc sur [0, z]. D’aprés la formule de Taylor-Lagrange
il existe ¢ €]0, x| tel que

£&) = FO) + 2O + 510 + 2 10 0) + T 19 (o)
Orona
£(0) =0, £'(0) =cos(0) =1 f"(0) = —sin(0) = 0 ¥ (0) = -1
et
FO(t) = sin(t)
D’ou 3 i
f(@) =@ — % + 52sin(o)
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Correction exercice 2

C’est-a-dire
3 4

x :
55 sin(c) c€]0,z]

z3 zt
' M-l 2= |
sin(z) <x 6)‘_24’ z€eR

Pour le cas particulier ot = = 0, 01, nous déduisons

6 R iR

sin(z) =z —

Par conséquent

. | o
Par conséquent

3
sin(0, 01) — <0,01 = %)‘ <107°.

(0,01)°
6

On dit alors que la valeur p = 0,01 — est une valeur approché de sin(0,01) a

1077 prés. Ainsi notre approximation p de sin(0, 01) donne au moins 8 chiffres exacts
apres la virgule.
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Formule de Taylor avec reste intégral

Théoreme

Soit f : [a,b] —> R une fonction de classe C""*. Alors

10 =3 O 0@+ [ oy
o
N-zo
oY= fwy+ e dx

Omar El-Fallah et Youssef ElImadani Cours d'analyse 3 (Séance 4)

14/17



Démonstration

On effectue une récurrence sur 'entier n € N. .

Initialisation : Si n = 0, I'égalité ci-dessus devient f(b) — f(a) :/ f'(x)dz, issue du
théoréme fondamental de I'analyse. g

Hérédité : On suppose f de classe ™2 sur [a, b]. On veut montrer que le résultat est

encore vrai au rang n + 1, le supposant vrai au rang n, en procédant a une intégration
par parties. On pose u(z) = £ (z) qui est donc de classe C* sur [a, b, et

(b—)" _l (b—z)™+!

V) T T )

avec v qui est alors aussi de classe C' sur [a, b]. Par intégration par parties,

/ﬂbg £ () b { (o) f<n+1><z)]b+ /:( — 9™ i) )

(n+1)! (n+1)
=0l 1 =& n+2
R (b(n+)1 £ / (bn+)1 D )

Cette derniére égalité achéve notre récurrence.
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Formule de Taylor-Young

Théoréme

Soient I un intervalle ouvert, f : I — R une fonction de classe C" et a € I. Alors, au
voisinage de a,

N ),
=Y @) k'( )(m —a)* + (z — a)"e(z),
k=0 :

x_a)
ou ¢ est une fonction définie sur I vérifiant lim e(fﬁ =0
r—a

Démonstration Soit a € I, comme I est ouvert, alors il existe h, k > 0 tels que

la,a + h[C I et]a — k,a] C I. On ne raisonne que sur l'intervalle [a,a + h[, 'autre se
traitant de maniére absolument identique. Soit alors z € [a,a + h[, qui nous permet
d’appliquer la formule de Taylor-Lagrange sur I'intervalle [a, z] C [a,a + A/, alors il
existe ¢, €la, z[ tel que :

I L R

n!
=0
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Suite de la démonstration

(z —a)” n!

*) (g 2 M) (e,) — £ (g
%(f(ili)— f ()(x—a)>:M::E(x)

En passant a la limite lorsque z tend vers a, le réel ¢, tend vers a (car ¢, €]a, z[), et on

a
(n) — @)
lim e(z) = lim I N el )

r—a Cx—ra TL!

=0

Cette égalité a eu lieu car f est de classe C", c’est-a-dire f(”) est continue en a
(hypothése du théoréme). On en déduit alors que

f (k)a . y
e N

k!
k=0

et le résultat est ainsi démontré.
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