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Plan

e Formules de Taylor et applications
@ Lesclasses C"(I) et C*(1).
@ Fonctions convexes
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Formules de Taylor et applications

Introduction

Soit zp € R et soit I un intervalle ouvert contenant z,. Considérons une fonction

f : I — R dérivable au point z¢. Le graphe de f, noté C(f), admet donc une droite
tangente au xz,, dont I'’équation est un polyndme de degré 1. Nous voulons maintenant
faire mieux, nous nous demandons alors : Est-il possible d’approcher C(f) au
voisinage de z, par un parabole, autrement dit par un graphe d’'un polynéme de
degreé 2?

La formule de Taylor, du nom du mathématicien Brook Taylor, permet en effet
d’approximer une fonction plusieurs fois dérivable au voisinage d’un point par un
polynéme de degré assez grand que nous souhaitons.
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Formules de Taylor et applications

Dérivées successives

Dans toute la suite, nous désignons par I un intervalle ouvertde Retpar f: I -+ R
une fonction réelle. Une fonction est dite de classe C° sur I si tout simplement elle est
continue sur I, dans ce cas nous écrivons f € C°(I). Lensemble de toutes les
fonctions réelles qui sont continue sur I est noté par C°(I).
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Formules de Taylor et applications

Les classes C"(I) et C*°(I).

On dit que la fonction £ est de classe C' sur I si f est dérivable sur I et sa dérivée f’
est continue sur I, dans ce cas nous écrivons f € C'(I). Si de plus f’ est dérivable sur
I, on dit alors que f est deux fois dérivable sur I. La dérivée de f’ est appelée la
dérivée seconde de f et est souvent notée par £ ou f®. Plus généralement, pour

n > 2, on dit que f est n fois dérivable sur I si f est n — 1 fois dérivable et que la

(n — 1)*™° dérivée, notée par "~V est aussi dérivable, nous avons

=@ <f<1>>’:f<2>, ,<f<n>>’:f<n+1>.
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Formules de Taylor et applications

Opérations élémentaires sur les dérivées

Soit f et g deux fonctions réelles définie sur I, nous pouvons montrer facilement par
récurrence la propriété suivante.

Propriété

Si f et g sont n fois dérivable sur I et si A € R alors f + g et \f sont n fois dérivable
sur I et

F+9)™W =1+ 0N ="

Nous déduisons alors que la classe C™(I) est un espace vectoriel, pour tout n € N.
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Formules de Taylor et applications

La formule de Leibniz

Théoréeme

Soit n» > 1 un entier naturel. Si f et g sont n fois dérivables sur I, alors leur produit fg
est aussi n fois dérivable sur I, et on a la formule de Leibniz

(ro)™ =3 <’Z> A

7=

N . n 0 o el
ou les nombres entiers < ) sont les coefficients binbmiaux:
2

n n!
<z> T idn—q)
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Formules de Taylor et applications

Démonstration de la formule de Leibniz.

On considére I'hypothése de récurrence suivante;

it . Si f et g sont deux fonctions dérivables a I'ordre n sur I, alors le produit fg est

dérivable & I'ordre n sur I eton a (fg)™ = > <n) A9 de=8
K3

i=0

Lhypothése de récurrence H,,, pour n = 1, provient du simple fait que le produit de
deux fonctions dérivable est aussi dérivable et de plus

(f9)' =f'g+ rg’-
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Formules de Taylor et applications

Fixons maintenant un entier naturel n > 1 et supposons que H., est vérifiée. Soient f
et g deux fonctions dérivables a I'ordre n + 1 sur I. D’apres notre supposition, f et g
sont donc dérivables a I'ordre n sur I, ainsi que leur produit et

(fg)("):i:< >f< N |

i=0

Les fonctions f* et ¢" " pour i € {0,1,...,n} sont dérivables (car f et g sontn + 1
fois dérivables) donc (fg)™ est dérivable. Par conséquent le produit fg est aussi
n + 1 fois dérivable. Nous rappelons la formule suivante, dite du triangle de Pascal,

() +()=(7)
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Formules de Taylor et applications.

Nous avons

(f9)" Y = ((79))

Z
k- A

Ceci entraine que I'hypothése #,,+1 est satisfaite. Ainsi, la formule de Leibniz est

\i

démontée.

) g .\A
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Formules de Taylor et applications

Nous terminons cette section par la proposition suivante

Proposition

Lensemble C"(I), ou n € N, muni de I'addition et de la multiplication habituelle des
fonctions, est une algébre.

Exercice. Montrer qu’une fonction f € C"(I) est inversible dans I'algébre C™(I) si et
seulement si elle ne s’annule pas sur I.

Omar El-Fallah et Youssef ElImadani Cours d'analyse 3 12/24



