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Exercice 2

Déterminer le rang des matrices suivantes :

1 1/2 1/3 1 1 1 i ‘1‘ 11) 11)
)| 1/2 1/3 1/4 |, 2)| b+c¢ c+a a+b |, 3)
1/3 1/4 m be ca ab Lol a
b 1 a 1
Correction
Remarque :
I) Le rang d’une matrice est conservé par les opérations élémentaires suivantes sur les colonnes Cy, Cy, ..., C) :

1. C; + AC; avec A # 0 : on multiplie une colonne par un scalaire non nul
2. C; < C; + XCj avec A € K (et j # 1) : on ajoute & la colonne C; un multiple d’une autre colonne C;
3. C; <+ Cj : on échange deux colonnes.

IT) Une matrice carrée de taille n est inversible si et seulement si elle est de rang n.

1.
1 1/2 1/3 10 0 ) )
rg| 1/2 1/3 1/4 | =rg| 1/2 1/12 1/12 (rg(C’l,Cg,Cg):rg(Cl7Cg—§C’17C3—§Cl))
1/3 1/4 m 1/3 1/12 m—1}
1 0 0
=rg| 1/2 1/12 0 (rg(C1, C2,C3) = rg(Ch, Ca, C3 — C2))
1/3 1/12 m— &%
Sim = o, rgA = 2 (on note alors que C; = 6(Cy — C3)) et si m # o, r1gA = 3 et A est inversible.
2.
1 1 1 1 0 0
rg| b+¢c c+a a+b | =rg| b+c a-b a—c (rg(C1,Cy, Cs) = 1g(C1,Cy — C1,C5 — Ch))
be ca ab be  cla—b) bla—rc)

ler cas. sia, b et ¢ sont deux a deux distincts.

1 0 0 1 0 0 1 0 0
rg|l b+c 1 1 | =rg| b+c 1 0 =rg| b+c 1 O
bc ¢ b bc ¢ b-—c be ¢ 1

Dong, si a, b et ¢ sont deux & deux distincts alors rgA = 3 (une matrice triangulaire, est inversible
si et seulement si ses éléments diagonaux sont tous non nuls ).

1 0 0
2¢me cas. Sib=c#a(oua=c#boua=>b#c). Aamémerang que | b+c 1 1 | puisque
bc ¢ b
1 0 0
b+c 1 0 |.Donc,sib=c#aoua=c#boua=>b+#c, rgA=2.
bec ¢ 0

3eme cas. Sia=b=c, il est clair deés le départ que A est de rang 1.




3. Puisque rg(Ch, Cs, C3,Cy) = 1g(C1, C2 — aCh, C3 — C1,Cy — bCh),

1 a 1 b 1 02 0 0 1—a® bea 1—ab
a 1 b 1 _ a 1—a* b—a 1—ab 14 b_ 0 )
Blre 1t a | 7Bl bma 0 a-p | T TS T T
b 1 a 1 b 1—ab a—b 1-—02
ler cas. Sia #b.
1—a® b—a 1—ab 1—a® 1 1—ab
rgA=1+rg b—a 0 a—>b =14rg 1 0 -1
1—ab a—b 1—10b? 1—ab -1 1-02
1 0 -1

=14rg| 1-a®> 1 1—ab (rg(L1, Lo, L) = rg(La, L1, L3)).
1—ab —1 1—0?

1 0 0 1 0 0
=14rg| 1-a®> 1 2—-a’—ab |=1+4+rg| 1-0a® 1 0
l—ab -1 2—-0b*—ab 1—ab -1 (2—b%—ab)—(2—a%—ab)
1 0 0
=1+4+rg| 1-a® 1 0

1—ab -1 (a—20b)(a+b)

Silal # b, rgA=4 et sia=—-b#0, rgA=3.
2¢éme cas. Sia =b.

1-a2 0 1-—a? 1—a? 1-a? 1—a2 1-—a2
rgA=1+rg 0 0 0 =1l+rg 0 0 =1+rg<1_a2 1—a2>
1—a? 0 1—a? 1—a? 1—d?

Sia=b=+1,rgA=1etsia=b#+1, rgAd =2.




