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Exercice 5

Soit I’application f :R3 — R3 donnée par :
f(,y,2) = (x+2y+ 220 +y+32,—2—y—2).
1. Justifier que f est linéaire.

2. (a) Déterminer une base et la dimension du noyau de f, noté Kerf.

b) L’application f est-elle injective ?

(b)
3. (a) Donner le rang de f et une base de Imf.
(b)

b) L’application f est-elle surjective 7

Corrigé

f(x,y,z) = (x+2y+22x+y+3z,-x—y —12)
(1) 1— Soient (z,vy,2), (',y,2") € R?
P2 9,2) + (&5, ) = Fla+ g+ 42+ 2)
=@+2' +2y+y)+tz+22@+2 ) +y+y +3(z+7), -(@+2) - (y+y) - (2+7))
=@+ +2y+2¢y +2+220+20 +y+y +32+43,—z—a' —y—y —z2—-2')
=(x+2y+22x+y+3z,—z—y—2)+ (2 +2y +2,22" +y + 32/, -2 —y — 2/)
:f(x,y,z)—i—f(m’,y’,z’)

2— Soient (z,y,2) e R® et A€ R

fMzyy,2)) = fAz, Ay, Az)
= (Az+2(Ay) + Az, 2(Az) + Ay + 3(A2), = Az — Ay — A\2)
= Mz+2y+2),\2z+y+32),\(—x—y— 2))
= Mrx+2y+2,20+y+32z,—-c—y—2)

= AM(z,y,2)
Donc f est linéaire.
z+2y+z = 0
(2) (a) (z,y,2) € Kerf &  f(v,y,2)=0 & q 2v+y+3z = 0
—r—y—z = 0

On fait les opérations élémentaires suivantes Lo < Lo — 2Ly et L3 < L3 + Ly. On obtient le systéme
équivalent suivant:

z+2y+z = 0 z = 0
—3y+z = 0 & y = 0

Donc Kerf = {Ogs}. Ainsi dimKerf = 0.

(b) Puisque Kerf = {Ogs}, alors f est injective.

(3) (a) On a dimR?® = dimKer f + dimImf.

Donc rgf = dimImf = dimR3 = 3.

Soient (eq,ez,e3) la base canonique de R3 ot e; = (1,0,0), ez = (0,1,0), et e3 = (0,0,1). On a Imf =
Vect(uy,ug,uz) ot uy = fley) = (1,2,—1), us = f(e2) = (2,1, -1), ug = f(e3) = (1,3,—1). Puisque rgf = 3
alors (u1,us,us) est une base de Imf.

(b) On a dimImf = dimR3 = 3 donc f(R3) = Imf = R3. Donc I'application f est surjective.




