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Exercice 2

1. Les vecteurs v; = (1,1,0,—1), vo = (=1,1,1,0) et v3 = (0,2,1,—1) sont-ils libres sur I’espace R*?
Déterminer une base de vect(vy, va, v3).

2. Si F = wvect{(-1,-1,0,2),(2,1,3,1),(4,5,9,—1)} et G = vect{(1,1,1,1),(3,—4,4,2)} déterminer une
base de F'+ G, F N G ainsi que les équations de F' + G.

3. Déterminer les éventuelles relations linéaires liant les polynomes suivants

P(X)=X?4+4X? —2X +3,Py(X) =2X® + 10X? = 3X + 7, P3(X) = 2X> 4 4X? — 6X + 4.

4. Montrer que les vecteurs wy = (1 + 4,1 + 24,4), wa = (2i,1 —4,—1) et wg = (0,—1 4 2¢,2 + 4) sont
linéairement dépendants, si C> est considéré comme espace vectoriel sur C et sont libres si C? est
considéré comme espace vectoriel sur R.

Corrigé

(1)
rT—y =
r+y+2z =
y+z =
—r—z =
On fait I’ opération élémentaire suivante Ly <> Lo, on obtient le systéme équivalent suivant;:

xvl+yv2+zvgz0@

o O oo

r+y+2z = 0
z—y = 0
y+z = 0
—r—z = 0

On effectue les opérations élémentaires suivantes Lo < Lo — Ly et Ly <+ L4 + L1, on obtient :
r+y+2z = 0

—2y—2z = 0 r+y+2z = 0 T =y
y+z = 0 (:){ y+z = 0 ®{z = -y
y+z = 0

Pour y = 1, on a vy + vy — v3 = 0. Ainsi, les vecteurs vy, vs et vz ne sont pas libres sur I’espace R?; ils sont
liés.

On a Vect(vy,va,v3) = Vect(vy,va,v1 + v2) = Vect(vy,vs) et puisque Les vecteurs v, et vy ne sont pas
colinéaires, ils sont donc libres. Ainsi, (v1,v2) est une base de Vect(vy, va, v3).

(2)

o (z,y,2,t) € FNG si et seulement si il existe a, b, ¢, a, B € R tel que (z,y, z,t) = afi +bfa+cfs = agr + Bgo.

r = —a+2b+4c = a+38
y = —a+b+bc = a—48
(g, z0) e FNG o 7 3b+9 = a-+4p
t = 2a+b—c = a+283

—a+2b+4c—a—-33 =0
—a+b+bc—a+48 =0
3b+9c—a—4p =0
2a+b—c—a—20 =0




a—2b—4dc+a+38 =0
a—b—5c+a—48 =0
2a+b—c—a-28 =0
3b+9c—a—48 =0
On effectue les opérations élémentaires suivantes Ly < Lo — Ly et Lg < L3 — 2L, on obtient le systéme
équivalent suivant:

a—2b—4c+a+38=0 a=20
b—c—76=0 b=60
=4
12c —3a+278 =0 c=—p
12¢c—a+175=0 a =50

Ainsi, (z,y,2,t) e FNG&ax=88,y=0,2=96,t =170
A (ma Y,z t) = 6(87 17 97 7)
Par conséquent, F'N G = Vect(8,1,9,7) admet le vecteur (8,1,9,7) comme base puisqu’il est non nul.
e Nous avons montré que af; +bfs +cfs = ags + 8g2, donc pour 8 =1, on aura 6f — f3 = 591 + g2 € FNG.

On a F+G = V€Ct(flaf27f3aglag2) = VBCt(flaf27f3agl76f2 - f3 - 5g1) = VeCt(flaf25f37g1)'
Montrons que (f1, f2, f3,91) est libre. En effet, on a :

—a+2b+4c+d=0
—a+b+5c+d=0
3b+9c+d=0
2a+b—c+d=0

afi +bfs+cfs +dgr =0 =

On effectue les opérations élémentaires suivantes Lo < Lo — L1 et Ly < L4 + 2L, on obtient le premier
systéme aprés, on fait les opérations suivantes Ls < L3 + 3Lo et Ly < Ly + 5Ly et on obtient le deuxiéme
équivalent, puis, on fait 'opération élémentaire Ly < L4 — L3.:

—a+2b+4c+d=0 —a+2b+4c+d=0 —a+2b+4c+d=0
—b+c=0 —b+c=0 —b+c=0
= =

3b+9%+d=0 12¢+d=0 12¢+d=0
50+ T7c+3d=0 12¢+3d=0 2d =0

b=0

<~
=0
=0

Ainsi,y (f1, f2, f3,91) est libre et donc c’est une base de F + G = Vect(f1, f2, f3,91)-
F+G={zfi +yfo+z2fs+ta/(z,y,2,1) € RY}
(3)

aP(X) + BP(X) +7P3(X) =0 & a(X®+4X%—2X +3)+ B(2X° + 10X - 3X +7) +
Y(2X3 +4X? —6X +4)=0
& (a+28+27) X%+ (4a+ 108+ 49)X? +
(-2 =38 —-67) X+ Ba+78+47)=0

a+ 26+ 2y =0

da+108+4y =0

—2a-368—-6y =0

3a+75+4y =0

On fait les opérations élémentaires suivantes : Lo < Lo —4L, L3 < L3 +2Li et Ly < Ly— 3Ly , on obtient
le systéme équivalent suivant:

On obtient le systéme linéaire suivant:




a+28+2y=0

26 —4y=0 a+28+2y=0 a = —6v
= =

B—2v=0 B—=2v=0 B =2y

B—2y=0

Donc ’ensemble des solutions de ce systéme est

{(_677 277 P)/) = 7(_67 27 1)}

Ail’lSi, 6P1(X) - 2P2(X) - Pg(X) = 0.
(4) Soient a,b,c € R tel que aw; + bws + cws = 0. Alors:

a(l+1) + b2 =0 a+ (a+2b)i=0
a(l+2i)+b(1—i)+c¢(-14+2) =0« a+b—c+(2a—b+2c)i=0
at—b+c(2+1i)=0 —b+2c+(a+¢)i=0

On montre facilement que a = b =c = 0.




