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Exercice 1

1. Déterminer si les applications suivantes sont linéaires :

i R3PS RY fi(x,y,2) = Bz +y, 2,42 +y)
fo:R¥ 5 C folw,y,2) =x+y—iz
f3:R3 > R3 fs(w y,2) = 2x+y+2y—z2+y)
fa:R? =R fu(z,y) = (y,0,2 — Ty, x +y)
f5~ [ ]_>R3 (P) ( ( 1)7P(0)7P(1))'
fo : Ru[X] = Ry_1[X] fe(P)=P(X+1)—P(X —1)+ P'(X)

2. Soient f et g, applications de C dans C, définies par f(z) = Z et g(z) = PRe(z). Montrer que f et g
sont linéaires sur C en tant que R-e.v., et non linéaires sur C en tant que C-e.v.

Corrigé
(1) b fl(xa Yy, Z) = (3X + Yy, z, 4z + y)
1— Soient (x7ya Z)? (‘rlvylv Z/) € Rg
fl(@y,2) + @y, 2") = flet+d y+y,z+2)

B+ +y+y,z2+24z+2)+y+Y)
Br+3x +y+y,z+2 42+ 42 +y+1v)
Bx+y,2,4z+y)+ B2’ + o, 2,42 + )

= filz.y,2) + fi(@',y, )

2— Soient (x,y,2) € R® et A € R

fl()‘(x7yvz)) = fl(/\xv)‘?ﬁAZ)

= (3(A\x) + Ay, Az, 4(A\z) + \y)

= (ABx+1y),\z,\(4z+y))

= AMNBz+uy,z4z+y)

)‘fl(xayaz)
Donc f; est linéaire.
4 f2(X7yaz) :X+y_
1— Soient (z,y, 2), (z/,y',2') € R3
fol(@,y,2) + (@",y,7) = flzt+ay+y,2+7)

r+a +y+y —i(z+2)
z+x +y+y —iz—id
(z+y—iz) + (&' +y —i2)
= f2(1177y72')+f2($,7y/72/)

2— Soient (7,y,2z) € R® et A € R
fg()\(l‘,y,Z)) = f2(>\x,)\y7>\2’)
= Ar+ Ay —ilz
= AMz+y—iz)
)\fQ(IL‘,y,Z)




Donc f5 est linéaire.
e De la méme maniere, on montre facilement que f3 et f; sont linéaires.
1— Soient P,Q € R3[X] :

f5(P+Q)

(P+Q)(—1),(P+Q)(0), (P +Q)(1))
(P(-1) + Q(-1), P(0) + Q(0), P(1) + Q(1))
= (P(-1),P(0),P(1)) +(Q(-1),Q(0),Q(1))
f5(P) + f5(Q)

2— Soient P € R3[X] et A € R

fs(AP) = ((AP)(=1), (AP)(0), (AP)(1))
= (AP(=1),AP(0),AP(1))
= AP(- ) P(0), P(1))
= Ms(2,y,2)

Ainsi, f5 est linéaire.
e fg(P)=P(X+1)-PX-1)+P'(X)
1— Soient P,Q € R, [X] :
f6(P+Q) = (P+Q)X+1)—(P+Q)(X 1)+ (P+Q)(X)
= PX+1)+QX+1)-PX-1)-Q(X-1)+P(X)+Q'(X)
= (PX+1)-PX-1D+P(X)+(QX+1) - QX —1)+Q'(X))

= [f6(P)+ f6(Q)
2— Soient P € R3[X] et A € R
fs(AP) = (AP)(X +1) = (AP)(X — 1) + (AP)'(X)

= AP(X+1)=AP(X — 1)+ \P(X)

= AMP(X +1)—P(X —1)+ P'(X))

= )\f6($7y,z)
Ainsi, fg est linéaire.
(2)
o f(z)=17
1— Soient z = x + iy, 2’ =2’ + iy’ € C avec z,2',y,y € R :

fets) = 2t =(w+a)Fily+y)

= (z+2) —ily+y) = (2 —iy) + (&' —iy)

= z+2

= fe)+f(z)
2— Soient z=x+iy € Cavec z,y e Ret A€ R

fAz) = Az=Iv+i\y

Puisque Az, \y € R, on aura :

f(Az) = Az —idy= Az —iy)

— M)

Ainsi, f est linéaire sur C en tant que R-espace vectoriel.
f n’est pas linéaire sur C en tant que C-espace vectoriel. En effet, soient z=2—-:1 € Cet A=3t € C. On a:
fAz)=f(3i(2—1)) = f(B3+6i) =3—6iorona\f(z)=3if(2—14) =3i(2+14) = -3+ 6i.
 g(z) = Re(z)
1— Soient z =z + iy, 2’ =2’ + iy € C avec x,2’,y,y € R :
g(z+2) = Re(z+72)=x+2 =Re(z) + NRe(?)
= g(2) +9()
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2— Soient z=x+iy € Cavecz,y e Ret A€ R
g(Az) = Re(Az) = Re(Az +i\y)
Puisque Az, \y € R, on aura :

g(Az) = Ar = Re(z)
Ag(2)
Ainsi, g est linéaire sur C en tant que R-espace vectoriel.

g n’est pas linéaire sur C en tant que C-espace vectoriel. En effet, soient z =3+4i € Cet A=2t € C.On a:
g(Az) = g(2i(3 + 4i)) = g(—8 + 6i) = —8 or on a Ag(z) = 2ig(3 + 4i) = 6i.




