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Exercice 5

Pour a ∈ C, on note fa l’application définie sur R par : fa(x) = eax.
1) Montrer que la famille (fa)a∈C est libre dans l’espace vectoriel F(R,C).
(Indication : raisonner par réccurence sur le nombre n d’éléments d’une sous famille finie, multiplier par
e−an+1x puis dériver ).
2) En déduire que la famille (ga)a∈R+ où ga est défine sur R par : ga(x) = cos(ax) est libre dans l’espace
F(R,R).

Corrigé

1. Pour montrer que
(
fa
)
a∈C est libre dans l’espace vectoriel F(R,C) il suffit de montrer que pour toute

sous famille finie {fa1 , fa2 , · · · , fan} de
(
fa
)
a∈C est une famille libre.

Soit a ∈ C. Pour n ∈ N∗, montrons que la famille suivante {fa1
, fa2

, · · · , fan
} est une famille libre. En

utilisant la récurrence :
* Pour n = 1, nous avons :

λ1 fa1(x) = 0 =⇒ λ1 e
a1x = 0 =⇒ λ1 = 0.

* Supposons que :
n∑

i=1

λi fai(x) = 0 =⇒ λ1 = λ2 = · · · = λn = 0.

* Montrons que :

n+1∑
i=1

λi fai
(x) = 0 =⇒ λ1 = λ2 = · · · = λn = λn+1 = 0?

On a : λ1fa1(x) + λ2fa2(x) + · · ·+ λnfan(x) + λn+1fan+1(x) = 0

=⇒ λ1e
a1 x + λ2e

a2 x + · · ·+ λne
an x + λn+1e

an+1 x = 0.

Multiplier par e−an+1 x :

λ1e
(a1−an+1) x + λ2e

(a2−an+1) x + · · ·+ λne
(an−an+1) x + λn+1 = 0.

Dériver :

λ1(a1 − an+1)e(a1−an+1) x + λ2(a2 − an+1)e(a2−an+1) x + · · ·+ λn(an − an+1)e(an−an+1) x = 0.

Ce qui donne :

λ1(a1 − an+1)fa1−an+1
(x) + λ2(a2 − an+1)fa2−an+1

(x) + · · ·+ λn(an − an+1)fan−an+1
(x) = 0,

D’après la récurrence :

λ1(a1 − an+1) = λ2(a2 − an+1) = λn(an − an+1) = 0.

On obtient :
λ1 = λ2 = λn = 0.

Ainsi λn+1 = 0.
D’où : {fa1

, fa2
, · · · , fan

} est une famille libre.
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2. On considère une sous famille {ga1
, ga2

, · · · , gan
} avec ak ∈ R+.

Montrons que cette sous famille est libre.
Puisque gak

(x) = cos(akx) = 1
2

(
eiakx + e−iakx

)
, alors :

λ1
eia1x + e−ia1x

2
+ λ2

eia2x + e−ia2x

2
+ · · · + λn

eianx + e−ianx

2
= 0.

On obtient :

λ1e
ia1x + · · · + λne

ianx + λ1e
−ia1x + · · · + λne

−ianx = 0.

On pose : αk = αk+n = λk, bk = iak ∈ C et bk+n = −iak ∈ C pour tout k ∈ {1, · · · , n}.
Ceci donne :

α1e
b1 x + · · · + αne

bn x + αn+1e
bn+1 x + · · ·+ α2ne

b2n x = 0.

D’après la question 1), on déduit :

α1 = α2 = · · · = · · ·αn = αn+1 = · · · = α2n = 0.

idem
λ1 = λ2 = · · · = λn = 0.

D’où :
(
ga
)
a∈R+ est une famille libre dans l’espace vectoriel F(R,R).
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