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Exercice 5

Pour a € C, on note f, lapplication définie sur R par : f,(z) = e**

1) Montrer que la famille (f,)qcc est libre dans Iespace vectoriel F(R,C).

(Indication : raisonner par réccurence sur le nombre n d’éléments d’une sous famille finie, multiplier par
e~ +1% puis dériver ).

2) En déduire que la famille (gq)qer+ OU g, est défine sur R par : g,(x) = cos(ax) est libre dans I'espace
F(R,R).

Corrigé

1. Pour montrer que (fa), < st libre dans I'espace vectoriel F(R, C) il suffit de montrer que pour toute
sous famille finie {fa,, fas, " s fa, } de (fa)aGC est une famille libre.
Soit a € C. Pour n € N*, montrons que la famille suivante {fa,, fay, - , fa, } €st une famille libre. En

utilisant la récurrence :
* Pour n = 1, nous avons :

A1 fal (a:) =0 — A1 e =0 — A =0.

* Supposons que :
D Aifa(@)=0 = MN=X=--=X,=0.
i=1
* Montrons que :
n+1
D Xifa@)=0 = M =dg=-=X=X1 =07
i=1

On 82 Aty (&) + Moo (&) + =+ A fa (2) + Ant fa oy (2) = 0
= A1e™ 7 4 Xpe®T 4o f Xe® T 4 Npp1e® T T = 0.
Multiplier par e~ %+ % :
Ale(al—am-l)r + AQe(ag—anH)r 4t /\ne(an—an+1)z 4 Anis = 0.
Dériver :
M (a1 — Apy1)el )T LN (g — g )e 27T LN (4 — gy )elOn )T =,
Ce qui donne :
A (01 = ) o (7) 2202 = 1) s () 4+ Al = 1)y a0 2) =
D’apres la récurrence :
M(ar —ans1) = Xe(az —any1) = Mlan —any1) = 0.

On obtient :

A= A o= N = 0
Ainsi A?L-i—l =0.
Dot : {fay, fans " 5 fa, } est une famille libre.




2. On consideére une sous famille {ga,, Gass - ; Ja, } avec ar € RT.

Montrons que cette sous famille est libre.

Puisque gq, (z) = cos(apz) = 3 (€“** + e~ alors :

eialz + efiala: eiagm +efia2m eian:z: +€7ianm
AN—m—— D —— Ap————— =
1 5 + 2 5 + + n 5
On obtient :
AT\ AT L et =
On pose : a = Qpyn = Mg, b, = iay, € C et by, = —iay € C pour tout k € {1,--- ,n}.
Ceci donne :
by x bn x b1 bon x _
ae + -+ e +  Qapy1e + -+ agpe
D’apres la question 1), on déduit :
a1 = () = e =iy = an+1 = - Qo = O
idem
M = A = - = X, = 0.

Dol : (ga), g+ est une famille libre dans I'espace vectoriel F(R,R).
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