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Exercice 4

Soit F =

{
f ∈ C ([−1, 1],C)

1∫
−1

f (t) dt = 0

}
, G = {f ∈ C ([−1, 1],C) /f constante} .

Montrer que F et G sont supplémentaires.

Corrigé

* Soit f ∈ F ∩ G, alors f est une fonction constante égale à c qui vérifie

∫ 1

−1

f(t)dt = 0, on obtient

f ≡ 0. D’où F ∩G = {0}.

* Soit f ∈ C
(

[−1, 1],C
)

. On pose c =

∫ 1

−1

f(t)dt (c’est une constante).

La fonction
f1 : [−1, 1] → C

x 7→ f1(x) = 1
2c

est un élément de G.
On considère la fonction :

f2 : [−1, 1] → C
x 7→ f2(x) = f(x)− 1

2c

f2 ∈ F . En effet,∫ 1

−1

f2(t)dt =

∫ 1

−1

f(t)dt− 1

2
c

∫ 1

−1

dt = 0.

Par construction, nous avons f2 = f − f1, ainsi f = f1 + f2. Donc pour tout f ∈ C
(

[−1, 1],C
)

, il

existe f1 ∈ G et f2 ∈ F telles que f = f1 + f2. Conclusion :

C
(

[−1, 1],C
)

= F ⊕G.
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