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Exercice 3

a) Soit E l'espace vectoriel des applications de R dans R. Soit F' une partie de E formée des applications de
la forme :
x — P(x)cosz+ Q (x)sinz, avec P et Q € R[X]

Montrer que F' est un sous espace vectoriel de F.

b) Soit A € K[X] un polynéme non nul de degré p > 1. Montrer que I’ensemble
G ={P € K[X] | A divise P} est un sous espace vectoriel de K[X] et déterminer un supplémentaire de G.

Corrigé

a) * La partie F est non vide. En effet, pour P = @ = 0 de R[X], la fonction f = 0 est un élément de
F car elle s’écrit sous la forme

f(x) = P(z) cos(z) + Q() sin(x)

* Soient f, g deux éléments de F' et o un réel. On a :
f(z) = Pi(z) cos(z) + Q1(z) sin(z) et g(x) = Py(z) cos(x) + Q2(z) sin(z),

avec Pl, PQ, Ql, QQ de R[X]
Posons h(z) = (f + ag)(x). Donc,

h(z) = f(z) + ag(z) = (P + aP2)(z) cos(z) + (Q1 + aQ2)(x) sin(z)

Ce qui donne h(z) = P(x) cos(z) + Q(x) sin(z),
avec P =P+ aPs, Q = Q1+ aQ2 € R[X]. Dot : h € F. Ainsi, F est un sous espace vectoriel de
E.
b) Soit K[X] ’ensemble des polynomes de degré n.
On note K, [X] := K[X], et on pose G = {P € K,[X] | A divise P} avec A un polynéme de degré
p>1
G est un sous espace vectoriel de K,,[X]

* @ est non vides car A divise lui méme donc A € G.
* Soient (P1,P;) € G x G et A € K. Alors,

Q1 € K, [X] telle que P, = A Q1 (1)

Q2 € K, [X] telle que Py = A Q- (2)

De (1) et (2), on obtient :
P+ AP, = A(Q1 + AQ2)

Donc A divise P; + APs, ainsi P; + AP, € G.
Supplémentaire de G dans K, [X]




Soit deg(A) = p. Si B ¢ G, alors A ne divise pas B, c’est-a-dire : 3Q, R € K, [X] telsque: B=AQ + R
ol deg(R) < deg(A) = p.

On pose : P = AQ, donc P € G.

Puisque deg(R) < p alors R € K,_1[X]. C’est-a-dire : chaque élément B € K, [X] s’écrit d’une fagon
unique comme somme d’un élément de G et d’un autre de K,_;[X].

De plus on a: GNK,_i[X] = {0}. D'ou: G & K,_1[X]| =K, [X]




