C Université Mohammed V Année universitaire 2020-2021
g Faculté des Sciences de Rabat Semestre 2 - SMIA
| Département de Mathématiques
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Série II (2 séances).

Exercice 1. Déterminer lesquels des ensembles Fq, Fy, E3 et Ey sont des sous-espaces vectoriels
de R3.

Ei={(r,y,2) €R® | 3z —Ty=12z2}. E,={(x,y,2) € R®/zy =0}

Es={(z,y,2) ER® | t+y—z2=x+y+2=0}

Ey={(z,y,2) € R® | 2(2*+ 4% =0}

Exercice 2. Parmi les ensembles suivants reconnaitre ceux qui sont des sous-espaces vectoriels.
(1) ) {(un), € F(N, R) | (un), bornée}. ii) {(u,), € F(N, R) | (u,), monotone} .
(2) {(un), € F(N, R) | (uy,), convergente}.
(3) {(un), € F(N, R) | (uy), arithmétique} .

4) ) {f e FRR) | f(1)=0}. i) {f € F(R,R) [ f(0) =1}.

Exercice 3. a) Soit E [’espace vectoriel des applications de R dans R. Soit F' une partie de E
formée des applications de la forme:

r— P(z)cosz+ Q) (x)sinx, avec P et () € R[X]

Montrer que F' est un sous espace vectoriel de E.

b) Soit A € K[X] un polynéme non nul de degré p > 1. Montrer que l’ensemble

G = {P € K[X] | A divise P} est un sous espace vectoriel de K[X] et déterminer un supplémentaire
de G.

Exercice 4. Soit F' = {f e C([-1,1],C) j f(t)dt = O} ,G={feC(-1,1],C)/f constante}.
“1

Montrer que F et G sont supplémentaires.

Exercice 5. Pour a € C, on note f, Uapplication définie sur R par: f,(z) = e**.

1) Montrer que la famille (fa)acc est libre dans l'espace vectoriel F(R,C).

(Indication: raisonner par réccurence sur le nombre n d’éléments d’une sous famille finie, multi-
plier par e=+1% puis dériver ).

2) En déduire que la famille (go)aer+ 0U ga est défine sur R par: g,(x) = cos(ax) est libre dans
Uespace F(R,R).



Exercices supplémentaires.

Exercice 6. Soit n € N*. Pour k € {0,...,n}, on pose P,(X) = X*(1 — X)"*. Montrer que le
systeme de polynomes (Py)o<k<n constitue une base de l'espace vectoriel K, [X].

Exercice 7. Soit £ = Kj[X],
F={PeE |P0)=P(1)=P2) =0}, G={PeE|P(1)=P22)=P(3)=0}
et H={PeE |PX)=P-X)}.

(1) Montrer que F®& G = {P € E| P(1) = P(2) =0}.
(2) Montrer que F&G@& H = E.

Exercice 8. Soit E un espace vectoriel sur K, on note idg lidentité sur E. On appelle projecteur
tout endomorphisme p de E tel que
p’=pop=p.
a) Montrer que p est un projecteur si et seulement si idg — p en est un.
b) Etablir des relations entre les les images et les noyauz de p et de idg — p.
c) Montrer que si p est un projecteur, alors Imp et Kerp sont supplémentaires de E.

Exercice 9. Soit E un espace vectoriel sur le corps K, on note idg l’identité sur E. Soit u un
endomorphisme de E.

(1) Montrer que si u est un projecteur alors idg — u est un projecteur. Veérifier aussi que
Imu = {x € E; u(zr) =z} et que E = Keru @ Imu.
Un endomorphisme u de E est appelé involutif si v ou = idg.

(2) Montrer que si u est involutif alors u est bijectif et E = Im(idg + u) & Im(idg — u).
Soit E = F @ G et soit x € E qui s’écrit donc de facon unique x = f+g, f € F, g €CG.
Soitu: E>zw— f—ge L.

(3) Montrer que u est involutif, F = {x € E; u(z) =z} et G ={x € E; u(x) = —x}.

(4) Montrer que siu est un projecteur, 2u—idg est involutif et que tout endomorphisme involutif
peut se mettre sous cette forme.



