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Sous-espace engendré par famille vecteurs

@ Soient vi, vy, ..., Vv, des vecteurs d'un K-espace vectoriel E
(p>1)
@ Soient A1, Ao, ..., A, des éléments de K

@ Le vecteur

u:/\1V1+)\2V2+"‘+)\pr

est une combinaison linéaire des vecteurs vi, v, ..., v,

@ Les scalaires A1, Ao, ..., \, sont les coefficients de la
combinaison linéaire
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Soit {v1,..., vy} des vecteurs d'un K-espace vectoriel E

Théoreme

@ [ 'ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs
{vi,...,va} est un sous-espace vectoriel de E

o C'est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant les
vecteurs vy, ..., Vp

C'est le sous-espace engendré par vy, ..., v,, noté
Vect(vi, ..., vp)
ue Vect(vi,...,vp) < I A\,..., \n€K u= vi+---+ v,
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@ Droite vectorielle Vect(u) = {Au | A€ K} =Ku (v # 0g)

Q Vect(u,v) = {Au+pv |\ peK}
Si u et v ne sont pas colinéaires, c’est un plan vectoriel

QO u= (i) v = (é) € R3. Déterminons P = Vect(u, v)

(}Z) € Vect(u,v) — (fzf) = Au+ puv pour certains A\, u € R

= A
= ()= () uld) = {7 = e

Equation cartésienne : (x—2y+z=0)

Q E=F(R,R), fio(x) =1, fi(x) = x et f(x) = x>
Vect(fo, i, fo) = {f | f(x) = ax® + bx + ¢} = Ry[]
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Definition
Une famille {vi, v2,...,v,} de E est une famille libre (ou
linéairement indépendante) si toute combinaison linéaire nulle

/\1V1+)\2V2+"‘+)\pvp:0
est telle que tous ses coefficients sont nuls, c'est-a-dire

AA=0 X=0 ... A=0

Remarque

o Sila famille {vi, va,...,v,} de E n’est pas libre, on dit que la
famille est liée ou linéairement dépendante

@ Dans ce cas, il existe une combinaison linéaire nulle de
{vi,v2,...,vp} avec au moins un coefficient non nul
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@ Dans R3, soit

1\ /4\ /2
2].(5],([1
3/ \6/ \o

@ Est-ce une famille libre ou liée?

M (3) 2 (3) s (8)= ()

@ Posons

M+ 4 + 223 = 0
< 21 + 5 + X3 =0
3\1 + 6X =0
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@ Apres réduction de Gauss

s =0) = {" 3% 0

le systéeme a une infinité de solutions

@ Parexemple \3=1= X1 =2, \p = -1

»2(3) - () + () =(8)

4 2
5 i
6 0
1 2 e
@ La famille {(%) ( ) ((1))} est donc une famille liée
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a=(1) w=(3) w=(})
1 0 1

La famille {vi, v», v3} est-elle libre ou liée?
A1vi + Aovo + A3v3 =0

M+ 2 + 223 = 0
<~ A1 — X + A3 =0

A1 + X3 =0
@ On résout ce systeme et on trouve comme unique solution
A1=0, X=0, X3=0

La famille {vi, v», v3} est donc une famille libre
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@ Dans le R-espace vectoriel R[X]

Pi(X) = 1 - X
Py(X) = 5 + 3X 2X?2
Py(X) = 1 + 3X X2

(] 3P1(X) - PQ(X) + 2P3(X) =0
e {P1, P>, P3} forme une famille liée
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La famille {vi, v»} est liée si et seulement si v; est un multiple de
Vo ou bien v, est un multiple de v,

<

Démonstration.

o Si{vi, v} est lide

o il existe une combinaison linéaire nulle \;v; + Aovo = 0 avec
au moins un coefficient non nul

e SiA1 #0, vy = fi—va et vi est un multiple de v,
e Si M#0, o= f%vl et v, est un multiple de vy

@ Réciproquement
e si vy est un multiple de v, il existe p tel que vi = vy
o donc 1vy + (—p)va =0
o la famille {vq, v, } est liée
e Mme conclusion si c'est v» qui est un multiple de v;

Ol
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Soit E un K-espace vectoriel

Théoreme

Une famille F = {vi,va,...,vp} de p > 2 vecteurs de E est une
famille liée si et seulement si au moins un des vecteurs de F est
combinaison linéaire des autres vecteurs de F

Proposition

Soit F = {vi1,v2,...,Vvp} une famille de vecteurs de R". Si F
contient plus de n éléments (c’est-a-dire p > n), alors F est une
famille liée

| A
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Famille génératrice

Soit E un espace vectoriel sur un corps K.

Definition

Soient vi, ..., v, des vecteurs de E. La famille {v1, ..., vy} est une
famille génératrice de /'espace vectoriel E si tout vecteur de E
est une combinaison linéaire des vecteurs v, ..., vp.

Ce qui peut s'écrire aussi :

Vv e E I, A €K v=Avi+ -+ Ay,

v

On dit aussi que la famille {v1,...,v,} engendre I'espace vectoriel
E.
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Famille génératrice

Proposition
Soit F = {vi,v,...,Vp} une famille génératrice de E. Alors
F'={v{,v5,...,v,} est aussi une famille génératrice de E si et

seulement si tout vecteur de F est une combinaison linéaire de
vecteurs de F'.

Nous chercherons bientot a avoir un nombre minimal de
générateurs. Voici une proposition sur la réduction d'une famille
génératrice.

Proposition

Si la famille de vecteurs {vi,...,v,} engendre E et si I'un des
vecteurs, par exemple v, est combinaison linéaire des autres, alors
la famille {v1,...,vp} \ {vp} ={va,...,vp_1} est encore une

famille génératrice de E.
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Soit E un K-espace vectoriel

Definition

Une famille B = (v1, v, ..., v,) de vecteurs de E est une base de
E si B est une famille libre et génératrice

Théoreme

Soit B = (vi, va,...,V,) une base de |'espace vectoriel E. Tout
vecteur v € E s'exprime de facon unique comme combinaison
linéaire d’'éléments de B. Autrement dit, il existe des scalaires
A1, .-, An € K uniques tels que :

v=XMAvi+ Ava+ -+ Apv,
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Qe =(}) e=(9) forment la base canonique de R?

Q0 vi=(3) vo=(3) forment aussi une base de R?

Q e = (é) = (g) ( ) forment la base canonique
de R3

(§) 2 (§) +2 (4)

/N
OO
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1 2 3 .
vi = (%) v = (8) vz = (z) forment-ils une base de R3?

Q@ B = (v1, 2, v3) est-elle une famille génératrice de R3?
@ B = (v1, 2, v3) est-elle une famille libre de R3?
@ B = (v1,v2,v3) est-elle une famille génératrice de R3?

ai

v = (§§> € R3, on cherche A1, A2, A3 € R tels que

a 1 2 3 A1+2X2+3)3
v:(82):)\1<2>+)\2(9)+)\3(3): 2214+902+3)3
as 1 0 4 A1+4)3

A1+ 22X 4+ 33 = a1
< 201 + 9% + 3X3 = a
)\1 + 4)\3 = as
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1 2 3 .
vy = (%) Vo = (g) vz = (2) forment-ils une base de R3?

@ B = (v1, vz, 3) est-elle une famille libre de R3?

A+ 2 + 3X3 =0
AMVvitlowvm+A3v3 =0 <— 201 + 9 + 33 =
A1 + 4)3 = 0

3
3
2

Le premier systeme admet une solution (A1, A2, A\3) quel que
soit (a1, az, a3)

o

R . 12
Les deux systemes ont la mme matrice A = 2 8

A est inversible

(]

Le second systeme admet pour seule solution (0,0, 0)

Conclusion : B est une famille génératrice et libre : c’est une
base
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1 0 0
0 1
Q e = <> e = () ...y = () base canonique de K"
: : 0
0 0 1

1 1 1
0 2 2

Q v, = 9 vy = (_) ce Vp = 3 base de K"
0 0 n

Q@ (1,X,X?,...,X") base canonique de R,[X]

Q (1,1 +X,1+X+X2%,...,1+X+X?>+---4 X") autre base
de R,[X]
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Théoreme (d’existence d'une base)

Tout espace vectoriel admettant une famille finie génératrice
admet une base
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Théoreme (de la base incompléte)

Soit E un K-espace vectoriel admettant une famille génératrice
finie

@ Toute famille libre L peut tre complétée en une base.
C'est-a-dire qu'il existe une famille F telle que L U F soit une
famille libre et génératrice de E

@ De toute famille génératrice G on peut extraire une base de E.
C'est-a-dire qu'il existe une famille B C G telle que B soit une
famille libre et génératrice de E
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Théoreme

Soit G une famille génératrice finie de E et L une famille libre de
E. Alors il existe un sous-ensemble F de G telle que L U F soit
une base de E
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Exemple

Pl(X) =1 E = Vect(Pl, P>, Ps3, Py, P5)
P2(X):X g:{PlaP21P3aP47P5}
Py(X) =X +1 L=

Py(X) =1+ X3

Ps(X) = X — X3

Cherchons F C G telle que F soit une base de E

° Etape 0. £ n'est pas génératrice, on passe a |'étape suivante
o Etape 1. LU {P1} = {Py} famille libre mais pas génératrice
o Etape 2. {P1, P2} est une famille libre mais pas génératrice
° Etape 3.
o {Py, Ps, P3} est une famille liée car P3 = Py + P,. P3 est exclu
o { Py, Pa, Py} est une famille libre et aussi une famille
génératrice car Ps = P+ P, — P,
o l'algorithme s'arréte et F = {Py, P2, P4} est une base de E
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