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Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f : E — F une
application linéaire. Le noyau de f, noté Ker(f), est I'ensemble
des éléments de E dont |'image est Of :

Ker(f) = {x € E | f(x) =0¢} = f {0}

L’'image de f, noté Imf, est le sous ensemble de F :
f(E)= {f(x) | x € E}.

Proposition

Soit f : E — F une application linéaire alors :
-Ker(f) est un sous-espace vectoriel de E.
-Imf est un sous-espace vectoriel de F.

Théoreme (Caractérisation des applications linéaires injectives)

Soit f : E — F une application linéaire alors :
-f injective si et seulement si Ker(f) = {Og}.
-f est surjective si et seulement si Imf = F.
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L'espace vectoriel

L’ensemble des applications de E dans F, noté F(E, F), peut étre
muni d'une loi de composition interne (+) et d'une loi de
composition externe (.), définies par : f,g € F(E,F) et A € K,
(f + g)(x) = f(x) + g(x) et (A F)(x) = M(x).

Proposition

L’ensemble L(E, F) est un K-espace vectoriel.

Vocabulaire : - £(E, E) I'ensemble des endomorphismes.
- Une forme linéaire sur E est une application linéaire de E sur K..
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L'espace vectoriel

@ Une application linéaire bijective de E sur F est appelée
isomorphisme d'espaces vectoriels. Les deux espaces
vectoriels E et F sont alors dits isomorphes.

@ Un endomorphisme bijectif de E ( application linéaire bijective
de E dans E) est appelé automorphisme de E.

Proposition (Linéarité de I'application réciproque)
Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Si f est un isomorphisme
de E sur F, alors f~1 est un isomorphisme de F sur E.
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Existence d'une base

Théoreme (d'existence d'une base)

Tout espace vectoriel admettant une famille finie génératrice
admet une base

Théoreme (de la base incompléte)

Soit E un K-espace vectoriel admettant une famille génératrice
finie
@ Toute famille libre L peut étre complétée en une base.

@ De toute famille génératrice G on peut extraire une base de E.

C-a-d : Si G une famille génératrice finie de E et £ une famille
libre de E. Alors il existe un sous-ensemble F de G telle que LU F
soit une base de E
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Dimension d'un espace vectoriel

Definition

Un K-espace vectoriel E admettant une base ayant un nombre fini
d'éléments est dit de dimension finie.

L'existence d'une base, c’est équivalent a I'existence d'une famille
finie génératrice.

On va pouvoir parler de la dimension d'un espace vectoriel grace
au théoréme suivant :

Théoreme (Théoreme de la dimension)

Toutes les bases d'un espace vectoriel E de dimension finie ont le
méme nombre d’éléments.

Nous détaillerons la preuve un peu plus loin.

Definition

La dimension d’un espace vectoriel de dimension finie E, notée
dimE, est par définition le nombre d'éléments d’'une base de E.
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Dimension

Soit E un espace vectoriel. Soit L une famille libre et soit G une
famille génératrice finie de E. Alors CardL < Cardg.

Ce lemme implique le résultat important :

Proposition

Soit E un K-espace vectoriel avec dimE = n. Alors :
© Toute famille libre de E a au plus n éléments.

@ Toute famille génératrice de E a au moins n éléments.

Cette proposition impliquera bien le théoreme de la dimension :

Corollaire

Si E est un espace vectoriel admettant une base ayant n éléments,
alors toute base de E posséde n éléments.
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Dimension d'un espace vectoriel

Il reste a énoncer un résultat important et trés utile :

Théoreme

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n, et F = (vi,...,vp)
une famille de n vecteurs de E. Il y a équivalence entre :

(i) F est une base de E,
(i) F est une famille libre de E,

(iii) F est une famille génératrice de E.

Autrement dit, lorsque le nombre de vecteurs considéré est
exactement égal a la dimension de I'espace vectoriel, I'une des
deux conditions — &tre libre ou bien génératrice — suffit pour que
ces vecteurs déterminent une base de E.

Pour la preuve voir le cours
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Dimension d'un sous-espace vectoriel

Soit F un sous espace vectoriel de E Nous allons voir que : lorsque
E est de dimension finie alors F aussi.

Théoreme

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.
@ Alors tout sous-espace vectoriel F de E est de dimension finie;
Q dimF < dimE ;
@ F=E < dimF = dimE.

Si E est un K-espace vectoriel de dimension 2, les sous-espaces
vectoriels de E sont :

e soit de dimension 0 : c'est alors le sous-espace {0} ;

@ soit de dimension 1 : ce sont les droites vectorielles,
c'est-a-dire les sous-espaces Ku = Vect{u} engendrés par les
vecteurs non nuls u de E;

@ soit de dimension 2 : c'est alors |'espace E tout entier.
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Dimension d'un sous-espace vectoriel

Corollaire

Soit E un K-espace vectoriel. Soient F et G deux sous-espaces
vectoriels de E. On suppose que F est de dimension finie et que
G C F. Alors :

F=G6 < dimF = dimG

Autrement dit, sachant qu'un sous-espace est inclus dans un autre,
alors pour montrer qu'ils sont égaux il suffit de montrer I'égalité
des dimensions.
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Théoreme des quatre dimensions

Théoreme (Théoreme des quatre dimensions)

Soient E un espace vectoriel de dimension finie et F, G des
sous-espaces vectoriels de E. Alors :
dim(F + G) = dimF + dimG — dim(F N G)

Corollaire

Si E=F & G, alors dimE = dimF + dimG.

Corollaire

Tout sous-espace vectoriel F d’un espace vectoriel E de dimension
finie admet un supplémentaire.

Pour la preuve voir le cours
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Un isomorphisme est une application linéaire bijective

Proposition

Si f : E — F un isomorphisme entre espaces vectoriels de
dimension finie alors dimE = dimF

| A

Théoreme

Soit f : E — F app linéaire oli E et F de dimension finie
Si dimE = dimF, alors
fest bijective <= fest injective <> fest surjective

En effet : f injective <= Kerf = {0} <= dimImf = dimE
<= dimimf = dimF <= Imf = F <= f surjective
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f : R? — R? définie par f(x,y) = (x — y,x + y)

f est-elle bijective?

Espace de départ et espace d'arrivée de mme dimension
(x,y) € Kerf <= f(x,y)=0 < (x—y,x+y)=1(0,0)
= T = =00

o Kerf = {(0,0)} donc f est injective

@ Par le théoreme précédent f est un isomorphisme
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Rang d’une application linéaire : f : E — F une application linéaire
Imf = f(E) = {f(x) | x € E}

Proposition

Si E est de dimension finie, alors
o Imf = f(E) est un espace vectoriel de dimension finie
e Si(e1,...,en) est une base de E, alors
Imf = Vect(f(e1),...,f(en))
La dimension de Imf est appelée rang de f
rg(f) = dimlmf = dimVect(f(e1),...,f(en))

| A\

Proposition

Si E et F sont de dimension finie alors

rg(f) < min (dimE, dimF)

v
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[Calcul du rang de f ;] f : R3 — R?
f(x,y,z) =(8x —4y +2z,2x — 3y — z)

vas(l) e=() a-(}

o (e, e, €3) est la base canonique de R3

o v = fler) = f() )

N
|
\,.‘
\_/
/—\
v
w -l>

3 vecteurs donc rgf < 3
rgf < dimR? = 2

f #0doncrgf > 1

rgf =1ou?2

@ v; et v» sont linéairement indépendants, donc rgf = 2
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Thoreme du rang :

f : E — F est une application linéaire

E est de dimension finie

le noyau de f est Kerf = {x € E|f(x) =0f}
I'image de f est Imf = f(E) = {f(x) | x € E}

Théoreme (du rang)
dimE = dimKerf + dimImf

dimE = dimKerf + rgf
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f:R* > R3

f(x1,x2,x3,xa) = (x1 —x2+ X3, 2x1 +2x0+ 6x3+4x4, —X1 —2X3 — Xa)
On calcule d’'abord le noyau

o (x1,x2,x3,x4) € Kerf < f(x1,x2,x3,x4) = (0,0,0)

X1 - X2 4+ X3 =0
<~ 2x1 + 2x0 + bxz3 + 4dxy 0
—x1 - 23 — x4 =0

X1 — X2 + X3 = 0

xx + x3 + x4 = 0

o Kerf = {(—2X3 — X4, —X3 — X4,X3,X4) | X3,X4 € R}

o e =L () on (F) v ((3).())

0 1
o dimKerf =2
Théoreme du rang : dimImf = dimR* — dimKerf =4 —2 =2
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Rang d’une famille de vecteurs :

@ E un K-espace vectoriel

® {vi,...,vp} des vecteurs de E

o Vect(vy,...,Vp) est de dimension finie
Le rang de la famille {v1, ..., vy} est la dimension du sous-espace
vectoriel engendré par les vecteurs vi,. .., v,
rg(vi,...,Vvp) = dimVect(vi,...,vp)

Q 0<rg(ve,...,vp) <p
Q rg(vi,...,vp) < dimE
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Quel est le rang de {v1, v2, v3} dans I'espace vectoriel R*?
1 0 —1
Vi = (1) Vo = % V3 = (1)
0 1 1

Dans R* donc rg(v1, va, v3) < 4

3 vecteurs donc rg(vy, va,v3) < 3

vi # 0 donc rg(vy, va,v3) > 1

rg(vi, va,v3) > rg(vi, va) = 2 car v et v, pas colinéaires
La famille {vi, v», v3} est libre ou liée?

Résoudre Ajvy + Aovo + Azvz =0

On trouve vi — v» + v3 = 0, la famille est donc liée

Ainsi Vect(v1, v, v3) = Vect(vi, v)

rg(vi, v, v3) = dimVect(vy, vp, v3) = 2
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