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Exercice 1 :

- > >
Dans un repére orthonormé direct R0, i, j, k), on considére les vecteurs :

- - -> - -> - - - - -
Vi=3i+3] ,Vo=i4+43j+k,Vg=i-j+2ketVy=2i-k
- —

Représenter les vecteurs V; et V, .

- - - - - -
Calculer |[Vy], (V2| et les produits V.V, et VIAV, .

- -
Calculer I’angle formé par les vecteurs V; et Vs .

- - -
Montrer que le vecteur V3 est perpendiculaire au plan (P) formé par les vecteurs V; et V5 .

_)
Montrer que le vecteur V, appartient au plan (P).

- - -
Déterminer le vecteur unitaire u porté par le vecteur (V; +V, ).

=
Calculer le produit mixte (V;, V5 , V3 ) et montrer qu’il est invariant par permutation circulaire.

Exercice 2 :
- - - - - % %
On considere dans le plan xOy deux vecteurs unitaires perpendiculaires u et v , tournant autour de 1’axe
- > >

(0z). Soit R(O,x,y,z) un repere muni de la base O.N.D (orthonormée directe) (i, j, k). En posant

- - - - 2 L, ] )
6=(0x, u), (6=ot,w® estune constante). Soit r = cos(bt) i +sin(bt) j+t“ k une fonction vectorielle et

At) = e~ une fonction scalaire (a et b sont des constantes)

. - 7
1. Exprimer les vecteurs u et v danslabase (i, j, k).

) - - > > )
2. Déterminer le vecteur w, tel que le systeme (u, v, w)constitue une base O.N.D.



- -
u d - > > > > >

3. Calculer (11_6 et d—g dans la base (i, j, k)) puisdans labase (u, v,w).

R R
d: d 7 : A - o=
4. Calculer T et ik Les exprimer dans la base (i, j, k)puis dans labase (u, v,w).
R R
- - -
5. Calculer d( r)‘ et d(un 1) dans les bases (_i>, T E)) et (:, 7 v_v>).
e "k
Exercice 3 :

- > -
Considérons un repére orthonormé direct R(0, i, j, k). En tout point M(x,y,z) de I’espace, on définit une

e

quantité physique f telle que : f(x,y,z) = r? avec r —HOM etOM=x1+y j+zk.

_)
1. Calculer le gradient du champ scalaire f, gradf , et la différentielle totale de f, df.

- - -
2. Montrer qu’en tout point M, df =gradf dOM (dOMest le vecteur déplacement élémentaire)

3. Considérons le champ scalaire f, donné en tout point de 1’espace par :
f(M) = 3r3 sin?(0) cos(0) sin(2¢)

- > - > > >
Exprimer gradf dans les bases sphérique (e,,eq,€ o) €t cartésienne (i, j, k).

- - > >
4. Soit une fonction vectorielle f (x, y, z) définie dans la base (i, j, k) par:
-> >

f(x Y,Z) =X y2|+xy ZJ+Zk
- - -
Calculer div f et rot f .

Exercice 4 : Champs de scalaires et de vecteurs

1°) On considére le champ de scalaires f(x,Yy,z)=Xx*—y? +%23 .

a) Calculer gradf .
b) En déduire les composantes du vecteur unitaire de la normale a la surface d’équation

X2 —y? +%23 = cte au point M de coordonnées (1,-1,1).

2°) Soit un champ E de composantes E.,=2xz, E,=2yz et E, = x% +y2. Montrer que E est un champ de
gradients. Calculer le potentiel V dont dérive ce champ.



Exercice 5 :
Soient x, y et z les coordonnées cartésiennes d’un point matériel M par rapport a un repere orthonormé direct

R(O;i, j,k) et f(M) une fonction des trois coordonnées de M.

1) Exprimer la différentielle de f(M) aI’aide des coordonnées cartésiennes de M puis, successivement a
1’aide des coordonnées cylindriques (o, ¢, z) de M dans R et des coordonnées spheériques (r,8,¢) de M dans
R.

2) En exprimant le vecteur déplacement dM 4 I’aide des coordonnées cartésiennes, cylindriques et
sphériques de M respectivement et en utilisant la relation df = grad f.dM , déduire les composantes du

vecteur grad f dans chacun de ces systémes de coordonnées.



Corrigé de la série 1

- -
V). Vo =3x1+3x3+0x1=12

- - — — -
ViAVy =(Bx1-0x3) i —(3x1-0x1) j+(3x3-3x1) k =3

- -
Soit O l'angle formé par \; et V,:

- >
1-V2

0 = arccos

S“A
N
N—

12
= alfrCCOS| —=—F—— | = arccos
S o 5 o
WAIYA

Exercice 1 :
- -
v1=\/32+32+02=\/E:3\/§, Vo =12 432412 = 11

-> 5> >

i—3j+6k

- -
Vl/\ V2
. . ( 54 (/3
Ou bien 0 =arcsin =arcsin =arcsin| —
|| 372411 11
AN

D’ou: 6=31.48°
- - >

- -
V1. V3 =3x1-3x1+0x2=0

- -
V. V3 =1x1-3x1+1x2=0

— —
= V]_J_Vg et V2J_V3 :>V3J_(P)



1.

2.

-> 5> >

\J

> > - - -

G:V1+V2:4|+6J+k N
BN J53
V1+V2

e > o> >

(V1, V2, V3) =V (VoA V3) =18

> 5 > > o5 o

(M2, V3, V1) =V;.(V3A V) =18

e > o> >

(V3, V1, V) =V3.(MA V;) =18

- > - ) ]
D’ou (Mq,V5,V3) estinvariant par

Exercice 2 :

- - - -

u =cos(0) i +sin(0) j , v =-si
- > >

Pour que le systeme (u, v,w) con

:/\ 7 = (cos(0) _i>+ sin(0) T YA (-

> > o e > 5 >

= (M, V2,V3) =(V72.V3,V]) =(V3.V, Vy)

permutation circulaire .

- =
v J
0
_)
u
—> 9 e d
@ O g
- -
n(0) i +cos(0) j
- -
stitue une base O. N. D., il faut que |u|=

- - - - -
sin(@) i +cos(@) )=k =w=Kk

-
w

- > =
et UAV =W



= . = - - -
g, dul _d(cos(®) 1+8in(®) I __ i) +cos0) | = v
de‘ do
R R
o i ¢ = - — —
dv _ d(—sin(B) i +cos(0) j — _cos(0) i —sin(8) | =—u
do do ‘
R R
I P = - - - -
4. du = d(cos(6) 1 +3in(®) | =—ésin(e) I +écos(6) J —0V=0V
dt dt ‘
R R
N ; ¢ I - - - —
dv = d(=sin(6) 1 +cos(6b) | =—écos(9) i—ésin(e) J = Qu=-ou
dt dt
R R
- - R
G drl po
t dt d R
R R
¢ - — —
91 _ psin(bt) i +bcos(bt) j+2tk: I o gt
dt dt
R
I - - -
% = e ®[(~bsin(bt) —aco(bt)) i + (bcos(bt) —asin(bt)) j+(2t—at2) k]
R
- - - -
d(uar) du - =
= AT+HUA—
dt ‘ dt ‘
R R R
%
du

- - - - >,
o AT =(—msin(0) i +wcos(0) j) A (cos(bt) i +sin(bt) j+1t< k)
R

- 2 - - 5 -
=—msin(0)sin(bt) k + ot cos(6) j— wcos(6)(cos(bt) k+ wt“ cos() i

= ot? cos(0) T+ of? sin(0) T— o(sin(0) sin(bt) + cos(0)(cos(bt)) K
6



1.

3.

H
- -

dr - - - -
U/\E = (cos(B) i +sin(B) j) A (—bsin(bt) i +bcos(bt) j+2t k)
R

- - - -
= bcos(0)cos(bt) k —2tcos(6) j+ bsin(6)sin(bt) k + 2tsin(0) i

=2tsin(0) _i)— 2tcos(0) _j>+ b(cos(6)cos(bt) + sin(6)sin(bt)) ?

-> -

d(uar)

5 - 5 - -
o =t cos(0) i + wtsin(0) j— (wsin(B)sin(bt) + wcos(0)cos(bt) k

R
- - -
+ 2tsin(0) i —2tcos(0) j+ bsin(0)sin(bt) k

= (ot? cos(0) + 2tsin(9))_i>+ (ot?sin(0) — 2tcos(9))_j)+ (b — ) cos(0 — bt)?

- - -
- - >
Pour exprimer les dérivées aér) et % dans la base (u, v,w) , il faut exprimer
R R
- > - - > >
(i, j, k) enfonction de la base (u, v,w).
Exercice 3.
- - - -
f(x,y,2)=r>=x?+y?+7° = gradf:ﬂ P+ j+qk; df:ﬂdx+qdy+qdz
OX oy oz OX oy oz
- - - -
ﬂ=2x,q=2y,§=22 = gradf =2x 1 +2y j+2zk, df =2xdx +2ydy+ 2zdz
OX oy oz
- - - - - - - - - -
gradfzﬂ i+q j+qk; dOM=dx i +dy j+dzk = gradf.dOMzﬂdx+§dy+qdz:df
OX oy oz OX oz
- of 7> 1of 2 1 of >
grad f = —e +

= egt————e
roe O rsin@) g °



g—i =9r? sin?(0) cos(0) sin(2¢) ; 2—; = 3r35in(2¢)(255in(6) cos?(6) —sin>(6))

g = 6rsin?(6) cos(6) cos(2¢)
)

- gr_a)d f =(9r?sin?(0) cos(e)sin(Z(p))e_r) +3r2 sin(20)(2sin(0) cos (0) —sing(e))e_e)+
6r2 sin(B) cos(0) cos(2¢) e_:p

En coordonnées cartésiennes, la fonction f est exprimée par : f(r,0,) = 3r3sin? (6) cos(0)sin(2¢)

x =rsin(6)cos(p) , y=rsin(0)sin(p) , z=rcos(0) = f(X,y,2)=6xyz

%
= gradf=6yzi+6x j+6xy k

4.

- - >

Py 200 w2 2 w2 _
f(x,y,z2)=xyzi+xz j+zk = fy=x%yz, fy=xyz, f, =2

-> oS> of -
divf =V.f _ x + y+afz = divf =2xyz+2xyz+1=4xyz+1
ox oy oz
> > > o of.,, \— - (of -
rotf =VA T = i__y i_(i_aijj_’_ y_afx Kk
oy oz oX 0z oX oy
- > - - -
= rotf :—xy2 i+x2y j+(y22—x22)k
Exercice 4.
2 2 1 3
1- f(x,y,2)=x"-y +§z
a- gr?ald f zq?—FqT-FQE:Zx?—ZyT_FzzE
oXx oy oz

b- EnM(L-1,1), grad f =2i+2 j+K.

La différentielle totale de f(x,y,z) est : df = a dx + a dy + a dz
OX oy oz

- -
Comme f(x,y,z)=cte, nous avons df =grad .dOM =0.



- -
dOM est // surface (S) correspondant a f(x,y,z)=0, donc grad f L (S).

Le vecteur unitaire normal a la surface de niveau est donc au point M :

grztd f

N
n=

B 2?+2T+§

grad f 3

_)
Pour que E soit un champ de gradients, il dit s’écrire sous la forme

> o

E=grad V(X,Y,2).

Soit g(x,y,z) une fonction quelconque, dérivable et continue en tout point (X,y,z), nous avons :

o*g(x.y.2) o%g(x.y.2) _,
0yoz ozoy

2 2 BN
2%g(x.y.2) _d%g(x.y2) _ o7

020X 0X0z
o*g(x.y.2) _o%g(xy.2) _,

oXxoy OyoX

0 a9(x,y,2)
OX OX
- -
rot(grad g(x,Y,2))= SN H*y.2)
oy oy
sy |2 sy (YD)
(i g, k)l (i j kgt ==
(i, J.,k)
- - ->-> -
Par conséquent, pour que E =grad V(X,y,z), fautque rotE= 0.
a
2;( 2XZ 0
rotk = —A 2yz = 0 = E est unchamp de gradients
oy I BV 0
of i,k y i,k
ijk Loz
- - o - -
rotE=0 = E=gadV(x,y,2)
%
Calculons V(x,y,z) dont dérive le champs E (x,Y,2):
oV(x,y,z
—(axy )_E, —2¢ )
2 oV(X,Y,
E(x,y,2)= %: Ey =2yz 2
sy |V g 22 )
(i, i k)l oz
o = V(x,y,z):xzz+C(y,z) (@))

Remplacer I’équation (4) dans la (1) :



oV(x,Y,2) _ oC(y,2)
oy oy
Remplacer I’équation (5) dans la (3) :

N&xY2) _ 2 2 9@ _ 2 2

0z e dz
Exercice 5 :
1- df = ﬂdx + ﬂdy+qdz . coordonnées cartésiennes
oX oy oz

df :ﬂdp+ﬂd(p+%dz . coordonnées cy lindriques

o 0p
df = qdr + ﬂde + ﬂdcp . coordonnées sphériques
or 00 op

- - - -
2- dM=dx i+dy j+dzk : coordonnées cartésiennes.

- - - -
dM =dpe,+pdpe,+dzk : coordonnées cylindriques.

- - - -
dM =dre,+rdbeg+rsin(0)dee, : coordonnées sphériques.

- - - of 2 8f - of
Coordonnées cartésiennes : df =gradf.dM = gradf = x i+— j+—Kk.
X z

- - - -
Coordonnées cylindriques : grad f = ApeptApeotAz K.

- >
df =grad f.dM = A dp +pAyde + A,dz = gdp+ﬂd(p+qdz
op 0z

¢
- - - -
= Ap:ﬂ; Ap = 1or . Azzg = gradf_qep+1§e(P or —k.
op p@(p oz op p Op oz

) - - - -
Coordonnées sphériques :  grad f = Ay e;+Ageg+Ag e,

df =gr_a)df.dl\_/|>=Ardr+rA9d9+(rsin(9))A dcpzqdr+gde+ﬂd(p
? o o0 ¢
- - - -
= A= or ; Ag = i Aq):—_1 a :>gradf—afer+16fe+ _1 ie@
o roo ’ rsin(0) op or r 0o rsin(0) op

10

=2yz = C(y,z)=y22+C1(z) d'ou V(x,y,z)=x22+y22+Cl(z)

®)

=X +y = Cyi(z)=Cte=K d'ou V(x,y,z)=z(x2+y2)+K



