' 3.Algebre de Boole

> Définition des variables et fonctions
logiques

> Les opérateurs de base et les portes
logiques .

> Les lois fondamentales de I'algébre de
Boole

Pour concevoir et réaliser ce circuit on doit avoir
un modele mathématique de la fonction réalisée
par ce circuit .

Ce modele doit prendre en considération le
systeme binaire.

Le modele mathématique utilisé est celui de
Boole.

|. Introduction

Les machines numériques sont constituées d’'un ensemble
de circuits électroniques.

Chagque circuit fournit une fonction logique bien déterminée

( addition, comparaison,....).

F(A,B)
Circuit

La fonction F(A,B) peut étre : la somme de AetB, ou le
résultat de la comparaison de A et B ou une autre
fonction

2.Algebre de Boole

George Boole est un mathématicien anglais ( 1815-1864).

Il a fait des travaux dont les quels les fonctions (expressions)
sont constitués par des variables qui peuvent prendre les

valeurs ‘OUI’ ou ‘NON’.

Ces travaux ont été utilisés pour faire I'étude des systemes
qui posseédent deux états s’exclus mutuellement :

Le systeme peut étre uniquement dans deux états El et
E2 tel que El est 'opposé de E2.

Le systeme ne peut pas étre dans I'état El et E2 en méme
temps

Ces travaux sont bien adaptés au Systeme binaire (0 et | ).




Exemple de systémes a deux états

Un interrupteur est ouvert ou non ouvert ( fermé)
Une lampe est allumée ou non allumée ( éteinte )
Une porte est ouverte ou non ouverte ( fermée )

Remarque :
On peut utiliser les conventions suivantes :

OUl > VRAI (true)
NON > FAUX (false)

oul - | ( Niveau Haut )
NON - 0 ( Niveau Bas)

Variable logique ( booléenne )

Une variable logique (booléenne ) est une variable qui peut
prendre soit la valeur O ou | .

Généralement elle est exprimée par un seul caractere
alphabétique en majuscule (A,B,S,...)

Exemple :

Une lampe : allumée L=
éteinte L=0

Premier interrupteur ouvert: |l =|

fermé: 11 =0
2éme interrupteur ouvert: [2=|
fermé: 12=0

3. Définitions et conventions

' Niveau logique : Lorsque on fait 'étude d’un systéme
logique il faut bien préciser le niveau du travail.

Niveau Logique positive Logique négative

H ( Hight) haut 1 0

L(Low) bas 0 1
Exemple :

Logique positive :
lampe allumée : 1
lampe éteinte : 0
Logique négative
lampe allumée : 0
lampe éteinte : 1

Fonction logique

C’est une fonction qui relie N variables logiques avec un
ensemble d’opérateurs logiques de base.

Dans 'Algebre de Boole, il existe trois opérateurs de base :
NON,ET ,OU.

La valeur d’une fonction logique est égale a | ou O selon les
valeurs des variables logiques.

Si une fonction logique posséde N variables logiques = 2"
combinaisons > la fonction posséde 2" valeurs.

Les 2" combinaisons sont représentées dans une table qui
s’appelle table de vérité (TV).




- Exemple d’une fonction logique
F(AB,C)=ABC+ABC+ABC+ABC

La fonction possede 3 variables = 23 combinaisons

ET (AND)

Le ET est un opérateur binaire ( deux variables) ,a pour
role de réaliser le Produit logique entre deux variables

' F(0,0,0)=00.0+00.0400.0+0.00=0 | A | B | C F booléennes.
= = = Le ET fait la conjonction entre deux variables.
F(0,01)=00.1+0.0.1+0.0.1+001=1 [ 0 | 0 | O 0
Soo ; oo |1 1
F(0.10)=010+010+010+0.1.0=0 |——=———~ 5 Le ET est défini par :F(A,B)= A . B
F(011)=011+0.1.1+011+0.1.1=1 ol 1 11 1
150+100+10 A |l B |AB
F(1,0,0)=10.0+10.0+1.0.0+1.0.0=0 11 0o 0 .
F(101)=10.1+10.1+1.0.1+1.0.1=1 1] 0 |1 1 0 0 0
F(L10)=110+11.0+110+1.1.0=0 11110 0 0 - 0
. _ 1|1 |1 1 1 0 0
FQL)=111+111+111+111=1
1 1 1
Une table de vérité
111 113
4. Opérateurs logiques de base OU (OR)
NON ( négation )
Le OU est un opérateur binaire ( deux variables) , a pour
role de réaliser la somme logique entre deux variables
NON : est un opérateur unaire ( une seule variable) qui a | logiques.
pour role d'inverser la valeur d’une variable . ’ Le OU fait la disjonction entre deux variables.
— Le OU est défini par F(A,B)= A+ B (il ne faut pas
F(A)= NonA = A confondre avec la somme arithmétique )
( lire: A barre)
— A B A+B
A A
0 1 0 0 0
0 1 1
1 |0
1 0 1
1 1 1

112 114




Remarques

Dans la définition des opérateurs ET , OU , nous avons
juste donner la définition de base avec deux variables
logiques.

Lopérateur ET peut réaliser le produit de plusieurs
variables logique (ex: A.B.C.D ).

Lopérateur OU peut aussi réaliser la somme logique de
plusieurs variables logiques (ex:A + B+ C +D).

Dans une expression on peut aussi utiliser les parentheses.
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F(AB.C)=(A.B).(C+B)+ABC

Solution

ePour trouver la table de vérité , il faut trouver la valeur de la

| fonction F pour chaque combinaisons des trois variables A, B, C
<3 variables > 2 3 = 8 combinaisons

F(0,0,0)= (0.0).(0+0)+0.0.0=0

F(0,0,1)=(0.0).(1+0)+0.0.1=1

F(0,1,0)=(0.1).(0+1)+0.1.0=1

F(0,1,1)=(0.1).(1+1)+0.1.1=1

F(1,0,0)=(1.0).(0+0)+1.0.0=0

F(1,0,1)=(1.0).(1+0)+1.0.1=1

F(1,1,0)=(1.1).(0+1)+1.1.0=0

Rl Rr| || o| ol ol o>
R| | Ol Ol FR| | Ol Ool@
ROl rRr|O|R|O|FR| OO
ol ol rRr|O| FR,| Rl FR|O|T

F(1,1,1)=(1.1).(1+1)+1.1.1= 0
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Précédence des opérateurs ( priorité des opérateurs )

Pour évaluer une expression logique ( fonction logique) :

on commence par évaluer les sous expressions entre les
parenthéses.

puis le complément (NON) ,
en suite le produit logique ( ET )
enfin la somme logique ( OU)

Exemple : - —
F(A,B,C)=(A.B).(C+B)+A.B.C

si on veut calculer F(0,1,1) alors:
F(0,1,1) = (0.1).(1+1)+ 011
F(0,1,1)=(0).(1) +0.0.1
F(0,1,1)=1.1+0.0.1
F(0,1,1)=1+0
F(0,1,1) =1

Exercice :

Trouver la table de vérité de la fonction précédente ? .,

Lois fondamentales de I’Algebre de Boole
-L’'opérateur NON
— A
+ A=1

A =0

> >l >l
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 -L’opérateur ET

(AB).C=A(B.C)=AB.C Associativité

AB=B.A Commutativité
AA=A Idempotence
Al=A Elément neutre
A0=0 Elément absorbant

Distributivité

- A.(B+C)=(A.B)+(A.C) Distributivité du ET sur le OU
. A+(B.C)=(A+B).(A+C) Distributivit¢ du OUsur leET

Autres relations utiles
A+(A.B)=A
A.(A+B)=A
(A+B).(A+B)=A
A+A.B=A+B

'« L'opérateur OU

- (A+B)+C=A+(B+C)=A+B+C Associativité

A+B=B+A Commutativité
A+A=A Idempotence
A+0=A Elément neutre
A+1=1 Elément absorbant

5. Dualité de I'algebre de Boole

Toute expression logique reste vrais si on remplace le ET
par le OU ,le OU par le ET ,le | par 0,le O par I.

Exemple :

A+1=1 —> A.0=0
A+A=1—> A.A=0




6. Théoréeme de DE-MORGANE

eLa somme logique complimentée de deux variables est
' égale au produit des compléments des deux variables.

A+B=A.B

Le produit logique complimenté de deux variables est
égale au somme logique des compléments des deux
variables.

AB=A+B

F(AB)=A®B

7.Autres opérateurs logiques

| OU exclusif ( XOR)

A®B=AB+AB

A|B AGB
0|0 0
0] 1
L]0 1
| |1 0

Généralisation du Théoreme DE-MORGANE

' a N variables
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NAND (NON ET)

F(A,B)=A.B

F(AB)=ATB

_— — = e | e

= |—|— | — |

26




NOR (NON OU)

| AR AR
F(A,B) = A+B 11 :
F(AB)=AJB K
1|0 (
! (

Réalisation des opérateurs de base avec des NOR

CA=A+A=AlA

A+B=A+B=AVB=(A!B)!(A!B)
AB=AB=A+B=A!B=(AlA){(BI!B)

NAND et NOR sont des opérateurs universels

En utilisant les NAND et les NOR on peut
exprimer n'importe qu’elle expression ( fonction )
logique.

Pour cela , Il suffit d’exprimer les opérateurs de
base (NON ,ET ,OU ) avec des NAND et des
NOR.

Exercice

Exprimer le NON ,ET ,OU en
utilisant des NAND ?




( Propriétés des opérateurs NAND et NOR
P

AT0=1 ALo=A
AT1=A Al1=0

ATB=BTA Al B=BJ A
(ATB)TCc=ATBTC) | (AYB)IC=AL(BIC)
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