Opérateurs Vectoriels

7.2 Opérateur gradient

Définition 7.7 Soit f une fonction de classe C' définie sur un ouvert U, il existe un
unique champ de vecteur, que l'on appelle le gradient de f et que I'on note grag f, tel que:

df = grad f - dOM

. . P a a a
Expression en coordonnées cartésiennes. Comme df = —.C-%{l:c + —t%dy + —.C%dz, le
champ de vecteurs graa f a pour coordonnées cartésiennes:

of af of
(53_95)

Notation: On définit 'opérateur Nabla en cartésiennes par:

de sorte que, appliqué a une fonction f différentiable, v f = gﬁ f. Notons que cet
opérateur est linéaire 6( [+Ag) = f) f+ )\69, avec f et g deux fonctions différentiables
et A€R.



Opeérateurs Vectoriels

Expression en coordonnées cylindriques. L’espace est muni des coordonnées cylin-
driques (p,9,z) ou I'on considere une fonction quelconque F (p,9,z) . On a:

oF oF oF

dF = d_d T 9
et :
dOM = dPe; +pd9es + =2,
Or

dF = grad F - dOM

d’on, par identification :
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Déhnitions préalables

1 Temps

Le temps est une grandenr scalaire mesurée par une horloge, Cette horloge est fondée
Sur un processus eveligue gui se repete dane maniere identigue, I devient alors possible
de dater une suceession d évenements et de mesurer le temps ccoulé (on encore la durée)
entre demx evenements en le comparant a la période de horloge (mesure directe par com
paraison ).

2 Reéférentiels

Lorsgu on cherche a decrire un mouveimnent, on se heurte a une premére difficalte s un
insecte. immobile sur le pare-brise o une volture en monveiment. apparaltla an repos pour
nn observateur dans la voiture et an contraire mobile pour un observatenr e a la terre. De
meme. e guat est immobile par rapport a la gare mais en mouvement par rapport an tramn
qui démarre, La notion de mouvement n'a done de sens que st on définit le référentiel
par rapport anguel on étudie e mouvemnent, I conviendra done de toujours prendre soin
de definir le référentiel utilisé lors de la résolution d'an probléme de mécanigue.

On appelle référentiel ® un solide de référence (réel on fietif ) muni d'une horloge
définissant le temps. Le reférentiel permet done de situer un événement dans espace et
le temps, Toute étude do monvement done toute étude de cinématique et/ou de
dynamique n'a de sens que si le référentiel est précisé !

O ctudie de nombrenx monvements 4 notre échelle dans le référentiel dit « dua sol »
(on « terrestre » oun « dn laboratoire » .



3 Position d’un point matériel

Soit un point matériel P. Connaitre le mouvement de P dans le référentie]l 1 . c'est
sonnaitre la position de ce point matériel dans R & chague instant. On notera M(t) le
point mathématique du référentiel 1 qui coincide a la date £ avec le point matériel P, On
dit que M(t) est le point coincidant avec P a la date t ou simplement que M(t) est la
position dans & du point matériel P en fonction de £.

Repérage de la position de P (rappel)

il existe plusienrs maniéres de repérer la position M(t) dans R du point matériel P
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Systemes de coordonnées classiques

.1 Les coordonneées cartésiennes

Dans l'espace (ou le plan), tout point
M est repéré par ses coordonnées carte-
siennes dans un repere fize orthonormé direct

(0:87, &, €1).

(m:;BQer@}—Fz@.

De méme, tout vecteur 7 s'écrit dans la base
= = .
("33:1 €y, Ez)

W

V=V,e Ve +V,e.

Nous allons définir des systemes de coordon-
nées locales, c’est a dire dépendant du point

Fi1c. 5.3 — Coordonnées cartésiennes



.2 Coordonnées polaires dans le plan

Si on repere la position de M dans le plan
par:

||m =7 et (E,W}

alors © =7rcosfl et y = rsinf et

Y

W —rcosfes +T'Siﬂ9€_y}

r et 6 sont les coordonnées polaires de M.
Tout point autre que O est repéré par un
couple unique (r, #) avec

.
r=+/12+y?2, cosf=7=,

e
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Fic. 5.4 — Coordonnées polaires

sinf=2, 0<8<or
;



- Svstéme de coordonnées Cvlindrigues

p : le module de omi = |om|, m estlaprojection de M surle plan (xov).(p = 0)
@ : angle {ox om) appelé longitude (@ = [0,2m])
z : la cote du point M

1=

i
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e
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* Base Cvlindrique= (2., e_ et 2_)

N

— L e —, — Qm
- E'p Dwectaatr umitatre associs a ont E'ﬁ ==

Qmll= o
» F_- vectsur unitaire appartsnant au plan (xov), endiculare 3. dans le sens de
e e fur

1" augmentation de | angls @.

Le vecteyr position de M est dommee par OM = Om + mM
7 {_ — —
M= pe,+ z.e;

Le sens de e, a g, dépent de ¢ donc :

e —

Le module de OM = |{I'_'LI'|= WPE+ zZ=

Important : La base cvlindrique est une base locale



Ona OM= p.e (p)+ z.e. OM (p.@.Z)
— aOM oM aoM
dOM = 30 {pzdp+ P fozdip + ?-’-ﬂ‘**’dz
( d0M . . )
3o foz—€, (E.Z et e; nedépend pasdep
oM de )
P foe=P5- (p.2 et e; ne depend pas de ¢
a0 M R
gz ‘ee= F2 T

D’ autre part d"aprés la représentarion de labase(e,, e, et e_jona

= == Ar = = T om e e T 1
e, = (e,.0).T+ (e.J).] € plan(x0v)

2
L.I’-'

e, = cos@l+ n:n::-s{f— @p)j=cos@l+ sing]
=5 r
gk ¢ MY
€p = (ea.1).T+ (€,.7). J € plan(x0y)
€p = COS(@+ 5t + cose
s, = —sin@l + cos@]J
. -
de ) = 3 —
= —sing1 + cos =e_
= @ wJ]=¢e,
e e
— i
i dOM=dp. e, +p.dp.e,+ dz. e !

Donc 0 0mWmm T T e e s s s s —mm—— e —————————— :
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B Un déplacement élémentaire de M engendre un élément de
volume dV=dp. pde. dz

-S1 p = cte = R le déplacement élémentaire engendre la
surface latérale dS=R.dg. dz

- 51 z= Cte (exemple z=0) la surface élémentaire engendree est
donneée par dS= pdp.de

z A do
ey pdg
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Relation entre coordonnees cartesiennes ef cvlindrigques:

M=xt+ yj+ zk gy coordonnée cartésiamnes

& coordonnee cylindriques

-
e |

OM =plcospi+ singj) + ze, = pcos gl +psing] +

X=PCOS [
y=psing |

o
2
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-Svstémes de coordonneées sphérigues

-1 Vecteur position

Lorsque le probléme présente une symeétne sphengue autour d un pomt O que 'on prend powr
origine du repére d’ espace, 1l est pratique d utiliser les coordonness sphenques (r.8,@) avec :

r= |0 M| module du vecteur position

—
—_

§ = angle (k,OM)
@=angle (1, ﬁ] m : projection de M dans le plan (xOv)
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Svstemes de coordonnees spherigues

(&,. €5, €, ) : base spherique . orthonommee . Direct

]
=
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Avece, =

]
=

7
—_— . . . . . —F . .
g Vecteur unitaire perpendiculaire a e, dans le sens de variation de &

~
E_g}ﬂ e, € au plan [k,e_p}}

e,= e, N eg, e, vecteur unitaire commun au systéme de coordonnées

cylindriques et sphériques.

Repreéesentation dans le plan (K, E_';}

re [0, +=[.6 € [0.w[. ¢ € [0.2r] LA =
Levecteur position est donné par . M

OM = re, [ €g
e, est fonction deB etdep —  e.= e, =k

'-'-:J"_:r-}':e'_-'t;lf:'H.I e — . a - m o L

)
=
I!
o
3
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NB labase (g . eg.2,) estune base locale.



.. -3 Deplacement elementaire :

—— — — donM oM oM
OM =1re, (8,p); dOM = o [ .07 + 35 /@8 + - /o ad@
doM
] =
ar !
dOM de,.
_
d6 d6
g, = cosfk+ siné e, (Voir figure)
der . — s
38 — sind k + cosfe, = ég
dOM .
— = Te
a6 ?
aoM de,’ _ de, 5
— = F — = TrEIngd —)— = rsin e
de A dg “
Donc on trouve dQOM = dre’ + rdfeg + r sin 8dg E

Un déplacement élémentaire en coordonnées sphériques engendre un

élément davelume dV = r7 sin 8drddde






—4 Relations entre svstemes de coordonnees :

_ .
On a en coordonnées sphériques OM =1re,]
p = rsind T =4p° + =z
@ = o — 8 = Hl‘ctg[‘ﬂfz} Passage entre les coordonnées
Z = rcosdg
e = ¢
cvlindriques et sphérigues
— — ) = —
OM = cos8 k + sinfdcosei+ rcosd k
—
Aussi e, = cos8 k + sinég e, or €, = cos@l + sing]J
g
E M = rsinf cosgei + rsinf sing 7+ r.cosf k i
r= x2 + yZ + z2
- g = . T
X 1 51.}1 & cu.}sq::l @ = Arctg(- f,}"l_}
Vv = 1 sin & sin
S =
Z = rcoséd &8 = Arcos

VX2 +y2E 4+ 22

On ape [0.4=< 6= [0.7[, ¢ = [0.27[

L ensemble des points pour leguel r est constant est une spheéere
L ensemble des points pour lequel 8 est constant est un cone

L ensemble des points pour legquel ¢ est constant est un demi plan



