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Exercice 1. Calculer les limites suivantes :
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(@) lim —— =2 (b)) lim Vi 4dr—9-2z (c) lim x2<1—|—2+...+[%}).
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Exercice 2. On considére la fonction f : R — R définie par : f(z) = —9 et on définit la

suite récurrente (uy,), par : ug =0 et u,.1 = f(u,) pour tout n > 0.
1- Montrer que la fonction g(z) = z% — 3z + 1 est strictement décroissante sur l'intervalle
[O, %] En déduire que I'équation g(z) = 0 admet une solution unique z, dans [0, %]
2- Déduire que z est le seul point dans [O, %} tel que f(x) =z et que Vo € [0, x¢], f(z) > x.
3- Montrer que Vn € N, 0 < u,, < xp.

4- Etudier la monotonie de la suite (u,),. Est-elle convergente ? Si oui déterminer sa limite.

Exercice 3. Montrer que si f : [0, 1] — [0, 1] est continue, alors il existe zy € [0, 1] tel que f(zg) = .

(L’2
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(uy,), définie par : U = 5, et pour tout n € N, wp1 = f(uy).

Montrer que f est une bijection de [0, 1] vers [0, 1].

Exercice 4 (CF 2017). Soit f la fonction définie sur [0, 1] par f(x) = On consideére la suite

a
b- Etudier la monotonie de la suite (u,), .

c- Est-ce que la suite (u,), converge? Si oui, déterminer sa limite.

Exercice 5. Soit f : R — R une fonction dérivable. On suppose qu’il existe zg € R tel que f(xy) =0
et que Vo € R, f'(x) > f(x). Montrer que Yx > x¢, f(x) > 0.
Aide : Utiliser le fait que la fonction g(z) = e f(x) est croissante.
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Déduire que, Va > 0, I'équation ae® =1+ = + 5 n’admet qu’une seule solution dans R.

Exercice 6. Soit a > 0. Pour tout z € R, on pose f(z) =a+ 2(%332) et p(r) =z — f(x).
1- Montrer que f est dérivable et que f'(x) < 1/2, pour tout = € R.

2- Montrer que ¢ est strictement croissante et calculer ses limites en 4o0.

3- En déduire qu’il existe un réel unique noté z, tel que f(x,) = z,

4- Déterminer le signe de ¢(a). En déduire que a < z,.



Exercice 7. Considérons la fonction f : [1,00[— R définie par f(z) = 2% Pour tout n € N* on
1

pose T, = n+ — et y, = n. Pour n > 2, calculer |f(z,) — f(yn)|. En déduire que f n’est pas
n

uniformément continue.

Exercice 8. Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Soient 1, ..., z, des réels dans |a, b[.
Montrer qu’il existe ¢ €]a, b tel que : f(xg) = Jlwr) + flwa) £+ f(xn)
n

Aide : considérer m = min f(z;) et M = max f(z;).

Exercice 9. Soit la fonction f définie par f(x) = a; sinx + assin2z + ... + a, sinnx. On suppose que,

Ve € R, |f(z)] < |sinz|. Montrer que |ay + 2as + ... na,| < 1.

Exercice 10. Soit f : [a,b] — [a,b] une fonction continue, dérivable sur Ja,b[ et telle que pour tout

x €la,bl on a f'(x) # 1. Montrer que f admet un, et un seul, point fixe (i.e. f(xg) = xo).

Exercice 11. Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b] et dérivables sur]a, b[. On suppose que
f(a) = f(b) = 0. Prouver qu'il existe xqg €|a, b[ tel que ¢'(xo)f(x0) + f'(x0) = 0.

Indication : Considérer la fonction h(z) = f(z)e?@.

Exercice 12. Soit f une fonction continue sur [0,2], deux fois dérivable sur ]0,2[. Montrer que si

f(0) =0, f(1) =1et f(2) =2, il existe alors xq €]0, 2 tel que f”(xy) = 0.

Exercice 13. Soit f une fonction deux fois dérivable sur ]a, b[ telle qu’il existe M > 0 vérifiant | f”(z)| <

M pour tout = €]a,b]. Montrer que f est uniformément continue sur |a, b|.

Exercice 14 (CF 2017). Soient ¢ et d deux réels tels que ¢ < d et soit g une fonction deux fois dérivable
sur [¢,d]. On suppose que g(c) = g(d) = 0 et que pour tout x €|e, d[, ¢"(x) < 0.
1) Montrer qu’il existe xq € ¢, d] tel que ¢'(zo) = 0.
2) Montrer que pour tout = €]e, d[, g(x) > 0.
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Exercice 15. Soit f la fonction définie sur R par f(x) = xsin(—) si « # 0 et f(0) = 0. Etudier la
x

continuité et la dérivabilité de f.
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Exercice 16. Soit fonction définie par g(z) = x*cos(=) si  # 0 et g(0) = 0. Montrer que g est
x

dérivable sur R. Etudier la continuité de ¢'.

Exercice 17. [CF 2019] Soit f la fonction définie sur R* par : f(x) = z

ou E(a) est la partie entiére de a.

Montrer que f admet un prolongement par continuité en 0.



