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Exercice 1.

a) Montrer que pour tout =,y € Rona E(x+y) — E(x) — E(y) € {0,1} ou I(x) désigne

la partie entiére de
sinn

b) Calculer lim,_..

”
LR

Exercice 2. Soit f la fonction définie sur | — } , E[/{O} par f(z) = (1 + arctan z) s

a) Donner le développement limité de la fonction f au voisinage de 0 a l'ordre 2.
b) Montrer que f est prolongeable par continuité en 0.

c) Soit g le prolongement par continuité de f en 0. Montrer que g est dérivable en () et calculer
9'(0).

Exercice 3. Soit h la fonction définie sur R par h(z) = 23 + 2z — 6.

a) Montrer qu'il existe a €]1, 2| tel que h(a) = 0.
b) Montrer que h est une bijection de R vers un intervalle que I'on determinera.

Soit u., la suite définie par u,+; = f(u,) et la donnée de up = a € R" ou [ est la

fonction définie sur R™ par f(z) = — .
- L2

(z—1)(z—2)
- h(z)
(z2+2)2+18
d) Etudier les suites (Uan)n + (Uans1)n selon les valeurs de a

c) Calculer g(z) = fo f(z) et verifier que g(z) —z =

e) Etudier la suite (tn )n-

Exercice 4. Donner |'équation de I'asymptote au graphe au voisinage de +oco et préciser la position de
. G . . ] £
la courbe par rapport 3 cette asymptote de la fonction f définie sur |1, +o00( par f(x) —.

- vrel0. 2l onar<tan(r) €< ——
Exercice 5. Montrer que z €0, 3| < (z) T



Exercice 6. On rappelle que C'(R, R) est |'ensemble des fonctions continues
Soit £ ={f e C'%R,R) / qui vérifie PO, P1 et P2 )
PO : Y(u,v) € R% f(u+v)+ f(u-v)=2f(u)f(v)
P1 . f n'est pas identiquement nulle
P2 . f s'annulle au moins une fois sur R

Dans toute la suite on désigne par f un élément de 7

Partie 1

a) Montrer que la fonction x s cos(z) est dans |'ensemble ./

b) Montrer que pour tout réel non nul «, la fonction [, définie sur R par fa(z) = flaz) est
dans F . !

c) Montrer que f(0) =1 (Indication poser (u,v) = (z,0) dans PO)

d) Veérifier que f est une fonction paire.(Indication poser (u,v) = (0, z) dans P0)
Posons E={z >0 / f(z)=0}

e) 1) Montrer que E est non vide (Indication utiliser la parité de la fonction f et P2)

i) En déduire que f admet une borne inférieure qui sera notée dans la suite du probléme

par a .

f) i) Soit n € N*, justifier I'existence d'un élément z, € E qui vérifie a < z,, <

<

2=

+a
ii) En déduire que f(a) = 0 et que a > (

g) Montrer que © Yz € [0,a[, f(x) > 0. (Indication raisonner par |'absurde)
Partiell
: I
Soitg :R—=R; 2+ g(z) = cc)s(;,{—x)
-~ L
. = a . ( 2
a) Soit ¢ € N, montrer que f(,}—q-) # 1 .{[f(g;.-')]
b) En déduire, en raisonnant par récurrence que, Vg € N, /(2(_:‘) = 9(2%)
c) Montrer que D, = {u% / pe Z qc N} est dense dans R

d) On admettra que Yz & [), on a f(x) — g(z), Montrer alors que f=g.



