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Les 4 exercices sont indépendants. Justifiez toutes vos réponses.

La qualité de présentation et de rédaction sera prise en compte.

Exercice 1.  Soient A une partie de R minorée et B # (), un sous-ensemble de A. Montrer que

inf A <inf B.
22
Exercice 2. Soit f la fonction définie sur [0,1] par f(z) = 52 On considére la suite (uy,),
définie par :
Uy = %, et pour tout n €N, up1 = f(uy).
a- Montrer que f est une bijection de [0, 1] vers [0, 1].

b- Etudier la monotonie de la suite (u,,), .

c- Est-ce que la suite (u,), converge?

d- Si oui, déterminer sa limite.

Exercice 3. Soient a et b deux réels. On considére la fonction h définie sur R* par :

(

(r—=1)(In(z)—1) siz>1

1
h(z) = ax+x1n(x) si0<z<1
-
b
sin(bz) -2 stz < 0.

1- Déterminer le réel a, pour que la fonction h soit continue en 1.
2- Montrer que h n’est pas dérivable en 1.
3- Déterminer b, pour que la fonction h admette un prolongement par continuité en 0.

4- Donner I'équation de la tangente a la courbe de h au point (2, h(2)).

Exercice 4. Soient ¢ et d deux réels tels que ¢ < d et soit g une fonction deux fois dérivable sur
[c, d]. On suppose que g(c) = g(d) = 0 et que pour tout = €]c,d[, ¢"(z) < 0.
1) Montrer qu’il existe zo € [c, d] tel que ¢'(xy) = 0.
2) Montrer que pour tout x €lc,d|, g(z) > 0.

Bonne Chance



1. Corrigé

Solution de I’Exercice 1 : A et B sont deux parties non vides () # B C A) et minorées,
donc a = inf A et b = inf B existent. Par définition, on a : Vo € A, v > a. Donc a est aussi un
minorant de B C A, et par conséquent a < b.

Solution de ’Exercice 2 :
4x

(PEED

a- La fonction f est continue et strictement croissante (f'(z) = , donc c’est une
bijection de [0, 1] vers [0, 1].

b- Comme f est croissante, il suffit de comparer ug et uy. On a uy; = f(ug) = % < ug, donc
la suite (u,,), est décroissante.

c- Comme f est a valeurs dans [0, 1], on a u, > 0, ¥n € N. Ainsi, (u,), est décroissante et
minorée, donc admet une limite £.

d- Le réel £ est donc solution de ’équation f(z) = z. Cette équation admet deux solutions

dans [0,1] : 0 et 1. Or ¢ < ug, donc ¢ = 0.

Solution de ’Exercice 3 :

1
1- Pour que h soit continue en 1, il faut que lirri h(z) = 0. En remarquant que lin% 7 ne
T z— —x
—1l,onaa=1.
h(x) — h(1
2- 1l est clair que h est dérivable sur [1,00[ et on a lim @)—1() = h)(1) = 0. D’autre
z—1 xTr —
h(x) — h(1 —1 1 2z +1
part lim M = lim wr—l)+zne = lim crrmr —o00. Pour 'avant
es1-  x—1 e=1- ((z—1)(1 —2) e—1- —2x + 2

derniére inégalité, on a utilisé la régle de I'Hospital. La fonction A n’est donc pas dérivable
a gauche de 1.

3- Pour que h admette un prolongement par continuité en 0, il faut qu’elle soit continue
en 0. On a xli)r(r)l_ h(z) =0 et gclirél+ h(z) = b — 2. Il faut donc que b = 2.

4- TL’équation de la tangente a la courbe au point (2,h(2)) est donnée par : y = h'(2)(x —
2)+h(2)=(In2—-1/2)x —In2 — 2.

Solution de I’Exercice 4 :

1) D’aprés le théoréme de Rolle, il existe zq € [c, d] tel que ¢'(x¢) = 0.

2) Comme ¢"(z) < 0 pour tout = €lc,d|, la fonction ¢’ est décroissante sur |c,d[. Ainsi,
pour 0 < z < xg, ¢'(z) > ¢'(x9) = 0 et par conséquent g est croissante sur [c, zo| et on

a g(z) > g(0) =0. Pour zp < x < b, ¢'(x) <0 et par conséquent g est décroissante sur
[0, ] et on & g(z) > g(B) = 0.
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