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Exercice 1. (3pts)
(1) (1pt) Soit (a,b) € (Q*)?, tel que Vab € Q. ‘Montrer que 2\/a + Vb € Q.
(2) (1pt) Montrer que, pour tout (z,n) € R x-Z, la partie entiére vérifie [z + n| = [z] + n.
(3) (1pt) Soit E =|0,2(, déterminer la borne inférieure m de E ; m est-il un minimum de

E?

Exercice 2. (3pts) Etudier lq convergence de la suite récurrente (u,) définie par : ug = a € R*

et pour tout n € N, u,4) = /2 +u,,.

Exercice 3. (4pts) Soit (1) telle que : o = 3, Y1

¢n+1 " s "pn-
(1) (2pts) Ezprimer, pour tout n € N, ¥, en fonction de n.

= 3 et pour tout n € N, Yn4g =

(2) (0.5pt) Vérifier que pour tout entier n, ¥, > 0 et (1.5pt) déduire lir+n %

Exercice 4. (2pts) = trivial (0.5pt) <= (1.5pt)

Soit (un) une suite décroissante. Montrer que :

(un) converge <= (uj,) converge.

Exercice 5. (4pts) Soient, pour tout entier n > 2,
n—1 1 n 1
Uy = —)—=2(v/n) et v, = —) — 2(+v/n
" gw:) (V) (gﬂ) (V)
(1) (2pts) Montrer que (u,) et (v,) convergent vers une méme limite. Cette limite sera notée

B,
(2) (1pt) Calculer la limate lir_{l (vVn)~ (vn),(1pt) en déduire un équivalent simple de
n—+00

=
(kX::l )
Exercice 6. (5.5pts) Soient (un), (va) deuz suites réelles et E = {u, —v,, : (n,m) € N?}.
Supposons que limu, = limv, = +0o et lim(un41 — un) = 0.
< €.

(1) Soientz € R, e >0 et N € N, tel que pour tout n > N, on a |un4y — un

(a) (0.5pt) Justifier l'ezistence de N.



(b) (0.5pt) Montrer qu’il existe g € N, tel que uy — v, < z. En gardera q dans (c) et

(d).
(c) (0.5pt) Vérifier que G={neN : n> N, u, —v, > z} est une partie non vide
de N.

(d) On admettra que G posséde un plus petit élément. On notera p = min(G).

(1) (0.5pt)+(0.5pt) Veérifier que p > N + 1 et comparer u,_, — vy, U, — vy €t T.

(1) (0.5pt) En déduire que |u, — v, — z| < €.

(2) (1pt) Soit (a,b) € R?, avec a < b, montrer que ENja,b(# O (ind. poser x = %tb ¢t

sz%).

(3) (0.5pt) A-t-on E dense dans R ? justifier votre réponse.

(4) (1pt) Vérifier que {ln(n +1) —m : (n,m) € N?} dense dans R.



Controle continu n” I (Corrigé du Sujet B)

(1) Si 2va+ vb € Q, alors (2v/a + vb)? = 4a + b+ 4vab € Q. D'ou v26 =

N - h
S ueOn L. \

- r+ R)"'uh'b v il . 1 ! y 5y T .
2= € Q, ce qui est absurde. Donc 4\/a + vb € Q.

D Onajrj<r<irl+1,donc z]4+n < z+n < [zf+n+ 1 Ainsi par définiton du parte

entiere [z + n| = [z] + n.
Sofutzon 2. - L'application [/ : R* — R*, z — /2 + 1, est bien définié et croissante
e e R Flp) -y = 24z-22 _ _ (z=2)(z+1) v Tlw) — > resp. < 0) sur /0.2 resyp
.-\‘R v J\T) 4 m W.DOD(I{I) .’L'_O( p“_ L 3
"_\\\l

- Sia € 0,2], (u,) est croissante et elle converge vers 2. Sia € (2, +00[, (u,) est décroissanie
~ 0 “ g ' ‘ )

et elle converge vers 2.
Sowution 3. (1) L’équation caractéristique z? — z — 1 = 0, on a deux racines réelles ——

1-vS

<

et

L)

2 Il existe un unique (a,b) € R?, ), = a(”’z—'/g)" - b(%g)", n € N. Le systéme donnes

par les cas n € {1,2}, permet de conclure que (a,b) = (2, 1).

On a pour tout entier n, ¥, = 2(1+2\/5)n £ (1-2»/5)-..

d

- Par récurrence a deux pas ou on remarquant que “;/5 > ‘/52“‘ = [“2\’3,‘

de

- Ona% > l%l;donc

Ungr _ 2058)1 4 (15881 1y 5

lim

Un 2(LB)n 4 (8 2
Solution 4. - D'apres le cours, si (u,) converge, alors (u,4;) converge. -
- Si (u,) diverge, alors limu, = —oc, donc limuz,.y) = —oo (cours). Donc (ua,.,) diverge.
Solution 3 (1) - Dlabord u, —v,=-1-0
1 . 1+2y/avn+1-2 e M+ 14(n=1
tv‘-1—1n=7—+2(\/’5—vn+l)= \/- Tl+1)=_n, 2\/5\:714-1 \R =2 g |
vn+1 vn+1 vn +1 S U

L i) = AT _SEF TN b TSR T b o
\/-ﬁ n+1 vn+1 -

D'ou (u,) et (v,) sont adjacentes donc elles convergent vers une méme limite

¢

:
|

¥
I

'2) - Soit ¢ = limw,, on a lim % =0.



—OnaO=h’m”%=— 2-1—/_—2 dou(Z\/—)NZ\/—
Solution 6 (1) Par définition de convergence, on a lim(u,4;

i1 — Un) = 0, donc Ve > 0,
N L, VRENASN = Ju,yy —u,| <e¢

L

Mm

‘,2/ Ona lim '/uH—'Um)
m—00

! A

—oc, donc il existe ¢ € N, pour tout m > ¢, (uy—vm) < —lz| < z
G/?

OnapeG,doncp> N deplusp# N, caru, —v, > z et uy — v, < z. D'olt
p=2N+1.

Onap—1>Netp—1¢ G doncuy, | — vy <z < u, —v,, de plus [up, —u,_;| <e.
Donc fu, — v, — ) = u, — 15— T < (Up — Vg) — (Up—1 — V)

o

‘3) Posons z = %5

=y~ < E
N T

b_—'.?._a’i'le:(iste (p’Q)GNQ) Iup—vq_I|<E dOnca—z—c<

m
I

up—vq<:r-.—'£=b.

4) La question précédante montre qué pour tout (a,b) € R?, avec a < b, on a EN|a, b[# 0
Donc F dense dans R.

(5) Posons u, = v/n et v, = n. On a'limu, = limv, = +oco et lim(unyy —

1) = 0. Done
notre ensemble dense dans R. - ‘



