Algébre 2, 2016-2017

Université Mohammed V . K
Faculté des Sciences Filiere : SMIA
Rabat, Maroc

n g i Questions pour préparation & l’examen.

| ‘Ti‘.'-;H.nl')peler In définition d'un groupe, d’un anneau et d'un corps.
9.! Montrer que ’ensemble {0,9,6,3} est un sous-groupe de Z/12Z.

'3! Déterminer I'ensemble des sous-groupes de Z/6Z (voir Exercice 6 de la

séric 1). _ _
v 'Délérminer les sdus-groupes < 2 > et < 3 > du’groupe multiplicatif

(Z/7Z)". |
5./ Soit f : G — H un morphisme de groupes. Montrer que f est injectif si
et séulement si Ker(f) = {1g}- |
6. Montrer que tout groupe d’ordre 2 est isomorphe au groupe additif Z/27Z.
7./ Mofilrer que tout’ groupe abélien d’ordre 4 est ismdrphe soit au groupe
(Z/4Z, +) ou bier au groupe produit Z/2Z x Z/2Z. |
' @.j ** Soit G un groupe c‘yvt_:"lique engendré par un ¢élément a d’'ordre n € N*.
MOriltrcr que G est ismorphe au groupe additif Z/nZ. _
(Indication : vous pouvez considérer f : G = Z/nZ avec f(a*) =% pour
lotit k € Z, et apt:illiquer le résultat (admis) suivant :
Soit T un élément’d’ordre fini n d’un groupe H. Aloss, Vk € Z, 2" =1 &
n divise k.)
-Ah

9. ** Montrer que tdut groupe d’ordre un nombre préthier p est isomorphe

.au groupe addit;iftZ/pZ. _ '

(Iﬂiﬁgation : vous"';gouvcz utiliser le résultat (admis) suivant : (Thédréme

de [iagrange) Polit tout groupe fini G d’ordre n ‘€ N*, l'ordre de tout
soifgroupe de G’divise n).

5 10. Dédfner un exemﬁlénd’uu sous-groupe du groupe sy’fﬁ'ﬁtrique S d’Stdire 3.

, 1. Déterminer le sousgroupe du groupe symétrique Ss Shgendré par I8s deux
trmt::spomtlons Ta;5'et 71.3. Rappelons que deux cycles de supports disjoints
commutent.

K f. . E
{12, Soil-‘cr un cycle di'groupe symétrique S, (ot n > 2) de support {Z1y 50 T}
(ou 2 5 m < n). Pdonl:rer que, pour toute permutation f de S, la per-
mutation fo f~! et le cycle {f(z,), ... f(zm)} .
o ‘ ] m * .
o Md:l:atrer que, DOL_LE tout k € Z, (fof~")* = fo*kf-1. En déduire le sous-
/o L pgrofipe de S, engéndré par fgf-1, -

13. hi'?"trer que Z n’admet pas de sous-anneaux autre que Z lui méme.

S'ill- Y‘:}-‘ikpglgezt llltilisei‘dl‘g théoréme (admis) suivant : Soit a un 8lément d'un grotipe G
eX18 e a qlle = 1 nlors ae ' N . £ 5o . L
<ﬂ>={i.a,a“,...,a"-1 *} , st d'ordre fini n avec n'= min{k € N lak =1} et
Rappelons que nous adop'l"(‘)’ﬁn la notation inlicati .

. L multiplicative. Vous pouive
en utilisant la notation additive pour pouvolr P ¢. Vous pouvez reformuler ce résultat

additify tels que les grouipes Z/nZ. ["utiliser facilement dans les cas des groupes
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14,

15.
16.

17.
18.

19.
20.

21.

26.

27.
28.
29.
30.
31.

32.

33.

Rappeler la somme de‘ deux idéaux d'un anneau commutatif A el wonlrer
que c'est un idéal de A. '

Déteminer 8Z + 6Z, 8Z N 6Z, 3Z -+ 9Z et 3Z N 9Z. | -
Montrer que si z 'est un élément inversible d'un anneau comuntlalil A
alors pour tout a € A, < a >=<za >. .
Montrer que si un idéal I d'un anneau commutatif A conlient un élerncul,
inversible, alors /] = A..En déduire, l’ensembler des idéaux d'un coips.
Déterminer 1'idéal prindia.pl de Z engendré par 2, I'idéal princiapl de [X
engendré par /2, et lé sous-groupe monogéne de (IR, ) engendré piu 2.
Justifier pourquoi l'image directe d’un idéal n’est pas en général un idéal.
Donner un exemple d'un endomorphisme du groupe additif Z qui 1’est,
pas un homomorphisme d'anneaux.

Montrer que tout corps est un anneau intégre. Qug peut-on dire de li
réciproque ?

. Montrer glie tout &lément inversible dans un anneau est régulicr. Que

peut-on dire de la réciproque ?

. Rappeler le noyau d’un homomorphisme d’anneaux et wmontrer (e ¢'est

un idéal. En déduire, que si K est un corps, alors tout homomorplisme
d’anneaux f : K — A (ot A est un anneau) est nul ou injectif.

. Soit A un anneau commutatif non nul. Laquelle des assertions suivauntes

est fausse (justifier votre réponse) : (1) {0} est un idéal de A. (2) L0} est
un sous-anneau de A. (3) {0} est un anneau. '

. Rappeler la caractéristique d'un anneau commutatif et montrer que st

la caractéristique d’un anneau intégre A, n’est pas nulle alors 1t est wn
nombre premier.

Laquelle des assertions suivantes est vraje (1) Le polynéme X* |- [ st
irréductible dans R[X]. (2) Le polynome X* -+ 1 est irréductible Jdans
ClX]. (3) Le polynome X* 41 est irréductible dans Q[X I

Laquelle des assertions suivantes est viaic : (1) Le polynébme X1 - | es1,
scindé dans R[X]. (2) Le polynéme X? — 1 est scindé dans C|X].

Montrer que si un polynéme non nul P € R[X] admet une racine a €
C — R, alors deg(P) > 2.°

Determiner le polynéme P € R3[X] ayant les racines {0;2;4;8).

Etudier la véracité de la proposition suivante : Soient P et Q deux poly-
noémes de R[X]. Le PGCD de P et Q dans R[X] est le méme que celui
obtenu si on considére que les polynomes P et Q sont dans C[X].
Rappeler la définition de la multiplicité d’une racine g d’un polynowie P
et en donner sa caractérisation en utilisant la notion de polyndme darive.

Soit P € R[X] et a € R. Laquelle des assertions suivantes est vraio - (1)
Si P®(a) = 0 alors (X — a)® divise P. (2) Si (X — a)? divise P alors
P®(a) =0. (3) Si P®(a) 3£ 0 alors (X — a)® ne divise pas P.
Déterminer I'ensemble des &éléments inversibles d'un anneau de polynomes
K[X] o0t K est un corps. (justifier votre réponse)
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Questions pour préparation a ’examen.

- 1. Rappeler la définition d’un Groupe.

* 2. Rappeler la définition ’un anneau.
- 3. Rappeler la définition d’un corps.
s 4. Rappeler la définition d’un sous-anneau et donner sa caractérisation.
* 5. Montrer que Z n'admet. pas de sous-anneaux autre gue Z lai méme.
- 6. Rappeler la définition d'un idéal et douner sa caractérisation.

~

Rappeler la définition d’un sous-groupe et donner sa caractérisation.
L} . - . b . . 1
* 8. Rappeler la définition d’un homomorphisme de groupes et d’un homo-
morphisme d’anneanx. .
9. Douner un exemple d'un endomorphisme du groupe additif Z qui n'est
pas un homomorphisme d’anneaux.
—»10. Rappeler la définition d’un anneau produit de deux anneaux.

4

—»l1. Rappeler la somme de deux idéaux ¢’un anneau commu tatif A et montrer
que ¢’est un idéal de Ae

~® [2. Rappeler la définition d’un idéal principal d'nn anneau commutatif A.
~+13. Montrer que si ¢ est un élément. inversible d’un anneau commutatif A,
alors pour tout a € A. < a >=< 11 >.
14. Rappeler la définition dun greer,.: monogene et d’un groupe cyclique.
~b15. Montrer que tout corps est un cuneaun intégre. Que peut-on dire de la
réciproque %
<>16. Montrer que tout élément inversible dans un anneau est régulier. Que
peut-on dire de la réciproque 7
=] 7. Rappeler le noyau d’un homomorphisme d’anneaux et montrer que c’est
un idéal. 1
18. Donner un exemple d'un idéal contenant un élément qui n’est pas régulier.

19. Soit .4 un anneau commutatif non nul. Laquelle des assertions suivantes
est fausse (justifier ta réponse) :

(a) {0} est un idéal de A.

(h) {0} est un sous-anneau de 4.

(¢) {0} est un anneau.
20. Donner un exemple d’un idéal contenant un élément inversible.

—21. Soit [/ : G — H un morphisme de groupes, et soit ¢ I'élément neutre de
G. Montrer que f est injectif si et senlement si ker(f) = {e}.
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3

29.
30.
31.
2. Justifier pourquoi un polynéme qui a plus de racines que son degré est

33.
34.

35.

36.

37.

38.
39.

Rappeler la caractéristique d’un anneau commutatif et montrer que s1 7,

la caractéristique d’un anneau intégre 4, n'est pas nulle alors nr est un
nombre premier.

. Donner un exemple d’un anneau non integre.

Donner un exemple d’un anneau contenant un COrps sans qu’il soit un
COrps.

Donner un exemple d’un anneau contenant un sous-groupe additit qui
n'est pas stable pour la multiplication.

Soient A et B deux anneaux. Déterminer I'homomorphisme d’anneaux
[+ A — B vérifiant Ker(f) = A.

. Rappeler la définition de deux polynomes associes et donner la caractéri-

safion de cette notion par les idéaux.

Déterminer 'ensemble des éléments inversibles d’un anneau de polynomes
K([X] ot K est un corps.

Rappeler la définition d’un polynéme irréductible et en donner un exemple.
Rappeler la définition du PGCD de deux polyndmes non nuls.

Rappeler le théoréeme de Bézout dans I’anneau de polynomes.

nul.
Rappeler la formule de Taylcr dans un ancosu de polynomes.

Rappeler la définition de la muluislicité a'vme racine a d’un polynéme P
et en donner sa caractérisation en utilisant la notion de polynome dérive.
Laquelle des assertions suivantes est. vraie :

(a) Le polynome X* + 1 est irréductible dans R[X].

(b) Le polynéme X* + 1 est irréductible dans C|.Y].

(¢) Le polynéme X* + 1 est irréductible dans Q[.X].

Laquelle des assertions suivantes est vraie :

(a) Le polynéme X — 1 est scindé dans R[.X].

(b) Le polynéme X% — | est scindé dans C[X].

Montrer que si un polynéme non nul P € R[X]| admet une racine a e
C — R, alors deg(P) > 2.

Determiner le polynome P € R3[.X] ayant les racines {0;2;4; 8).

Etudier la véracité de la proposition suivante : Soient P et () deux poly-
nomes d? R(XT: ;e PGCD de P et (Q dans R[X] est le méme que celui
obtenu si on considére que les polynémes P et ( sont dans C|X].
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