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CONSIGNES

* Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la
concision de la rédaction ;

« Si un candidat repére ce qul lul semble &tre une erreur d'énoncé, il le signale sur sa copie et
poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il est amené a prendre ;

» Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non effagable pour la rédaction de votre
composition ; d’autres couleurs, excepté le vert, peuvent étre utilisées, mais exclusivement

pour les schémas et la mise en évidence des résultats ;

» Uusage de la calculatrice et de tout dispositif électronique est interdit.

L'épreuve est constituée d'un exercice et un probléme indépendants. L'’énoncé de cette épreuve
comporte 4 pages de texte.
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Exercice : (Systéme de congruences)

Soient m ot n deux entiers supérienrs ou égal & 2.
Soit k un entier non nul. On note, pour tout z & Z, £ Ia classe d'équivalence de x dans Z\KZ.

Partie 1 : Théordme des restes de chinois

Dans cette partie on suppose que pged(m, n) « 1. On considbre le morphisme d'anneanx
P& T/ml x Ll
& oo (B, &p)
1. Déterminer Ker(¢).
2. En déduire un isomorphisme d'anneau ¢ @ Z/mn — Z/m& » L/ni.
3. Soit a,b€ Z; on considére le systdme :

x=a [m]

SR
(a) Déterminer @ (Fn) 8i z est solution de (S).
(b) A l'aide du théoréme de Bezout, déterminer ¢~ " (1,,,0,) ot =" (0,,,1,).
(¢) Résoudre (S) dans Z,
4. Résoudre dans Z le systéme
z=6 [12]
®) {z =13 [19]

Partie 2 : Cas général

On veut étudier un systéme de congruences comme dans la partie précédente, mais dans le cas ou le

pged(m,n) = 6 2 2. On notera x le ppem de m et n.
On considére le morphisme d’anneaux :

@:L— ZL/mLxZ/nZ
© = (Em, Tn)

5. Déterminer Ker(p).

En déduire un morphisme injectif Z/uZ — Z/mZ x Z/nZ, que l'on notera ¢ dans la suite.
On suppose que r et 8 sont deux entiers tels que r divise s. Montrer que le morphisme de Z/sZ

i
dans Z/rZ qui envoie 2, sur 2, est bien défini, c’est-d-dire, ne dépend pas du représentant z de

#, choisi dans Z.
8. En déduire que I'on définit un morphisme ¥ par

W : Z/mZ x T/nZ — T/6Z
{imlﬂll) X5~ Us

at que celui-ci est surjectif. Montrer que Im(y) © Ker(y) et en déduire 1'égalité Im(yp) = Ker(y)

9. Montrer que e systéme suivant n'a pas de solution :

z=2 [21]
(5) {:l: =11 [35)



10. On suppose que o ot b vérifient ag = by. On vout résoudre le systéme

r=ma [m)
[H){ rmbh [n]

Soit u, v deux entiors tels que um | vn -« 4§

(a) Montrer que zy = i(tﬂ?l‘l 4 bum) est solution du systéme
(b) En déduire 'ensomble des solutions de (S)

rwd [21)

x w10 [35)

11. Résoudre dans & le systdme ¢ {

Probléme :

Notations :

Pour p et ¢ entiers de N, avec p < ¢, [[p, q]] désigne I'ensemble des entiers compris au sens large
entre p et g.

E désigne un espace vectoriel de dimension finie n,n 2 2, sur le corps K, avec K = Rou K = C.
K..—1[X] est I'ensemble des polynomes sur KK de degré < n - 1.
Dans tout le probléme f désigne un endomorphisme de E;ona f* = fof et de méme f**! = fRof;1
désigne I'identité et 0 désigne I'application nulle. Par convention, f% = 1.
Si R € K[X], R(X) = ap + 61X + + - - 4+ a,XP, on note R(f) 'endomorphisme agl +ay f + - - + apf?.
On note alors K[f] I'algébre des polyndmes de f, c'est-d-dire K[f] = {R(f) | R € K[X]}.
On note Py = det(XI — f) le polynome caractéristique de f et on rappelle que Py(f) =0.

Pour une matrice M € ., (K), on note ‘M la transposée de M. On définit aussi le polynome ca-
ractéristique de M par Py = det (XI, — M) ot I, est la matrice unité de .#n(K).

On dit que f est cyclique si, et seulement si, il existe zo dans E tel que (zo, f (zo) ,-- -, 1 (z0))
soit une base de E.

On appelle commutant de f 'ensemble €(f) = (g€ Z(E) | fog = go [}, ot Z(E) est 'ensemble
des endomorphismes de E.

On admettra que €'(f) est une algtbre de dimension au moins n sur K.

9 %, (K) est l'ensemble des matrices inversibles d'ordre n sur K.

Partie 1 : Matrice compagne d'un endomorphisme cyclique.

1. Soit M € M, (K).

(a) Montrer que M et ‘M ont méme spectre. '
(b) Montrer que ‘M est diagonalisable si et seulement si M est diagonalisable.



Ia matrice
g ) e K" ot Q(X) = X" 40y 1 X0 4 ¢ 6o, On considére

2. Soit (ag,a;,
{0 0 -ag
1 0 0 a)
D1 Lt
Cg =
i1 @ iy 3
\ 0 0 1 ~oy. ]

Déterminer en fonction de Q le polyndme carnctéristique de Cg
3. Soit A une waleur propre de 'Cq. Déterminer In dimension et une base du sous-espace propre

Aassocid
Montrer que / est cyclique si et seulemont #'il existe une base 8 de E dans Iaquelle la matrice

de / est de la forme Cg, oi Q est un polyndme unitaire de degré n. Dans ce cas montrer que Q

st P"
On appel Cp, ln matrice compagne de J.
5. Soit f un endomorphisme cyclique, Montrer que [ est disgooalisable si et seulement si Py est

scindé sur K et a toutes ses racines sont simples

Partie 2 : Endomorphismes nilpotents.

On suppose dans cette question f™~1 5 0 et f™ = 0. Montrer que f est cyclique et déterminer
sa matrice compagne. Quelle est la dimension du noyau de f?

On suppose maintenant / nilpotent ; c’est-a-dire qu'il existe un entier p supérieur ou égal & 2 tel
que f7~! % 0et fP =0,

On pose pour k& € [1,p], N = ker f* et n; = dim Nj.

On suppose également que ny = 1.
(a) Montrer que Yk € [1,p — 1], Ni © Ny et f (Nisy) © Ni

N N
(b) En considérant l'application ¢ : ::ilf;;) * montrer que: Yke [lp—1)n € neyy €

ng + 1.
(¢) On suppose que ng = ngyy. Montrer par récurrence que : Vj 2 k, N, = Ny

(d) En déduire que p = n et déterminer ny pour k € [1,n].
(On pourra remarquer que 8'il existe un k € [[1,p — 1] tel que ng = ngyy, on sura N, =

Np-1.)
Partie 3 : Une caractérisation des endomorphismes cycliques.

8. Montrer que si f est cyclique, alors (1, f, f%,..., /") est libre dans #(E).
On suppose, dans la suite cette partie, que (1, £, f%,..., f*"") est libre et on se propose de montrer
que [ est cyclique.

9. Dans cette question K = C. On factorise le polynome caracténistique Py de f sous la forme :

Py(x) = [ (X~ 2™

kel
oit les Ay sont les p valeurs propres distinctes de f, et les my dans N* leur ordre respectif de

multiplicité. Pour k € [[1,]), on pose Ey = ker ((f ~ Ael)™).

RS
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us-espaces voctoriels By son
que les so P Ek"‘gﬁ

(a) Montrer
not endomorphisme @k ! z) ~ A&
(b) Pour k € [1,p], on note @i o J( =L g e Pl :
Déterminer ™. Quelle est la dimension de Ky ? Montrer que @y
phisme nul. ice «diagonale par
(¢) Bn déduire l'existence d'une base ¥ de E dans laquelle / a.lm(‘ :\'l“‘"g‘ ‘... s ew: W )
1 A
0 1 M
blocs », ces blocs appartenant & i, (C), et étant dela forme: | 3
M 0
K 0 0 1 M)

(On pourra utiliser la partie 2).
(d) En utilisant Cp, montrer que [ est cyclique. Conclure;;

10. On suppose, dans cette question uniquement, que K = R.
(a) Scient A et B deux matrices de .#,(R) tels qu'il existe Q € 9.2, (C) vérifiant A = QBQ~*.

On éerit Q = Q, +iQ; avec Q, et Q; dans .4, (R). Montrer que (A € R | Q) + AQ; € 4.4, (R))
est non vide, puis en déduire que A et B sont semblables dans ., (R).

(b) Montrer que f est cyclique. Conclure.
Partie 4 : Une autre caractérisation des endomorphismes cycliques.

11. On suppose [ cyclique et on choisit zo dans E tel que (o, f (z0),..., /™" (o)) soit une base
de E.
n-1
(a) Soit g € €(f)- En écrivant g (zg) = Z ok f* (zo), montrer que g € K[f).
k=0
(b) Montrer que g € ¥(f) si, et sculement si, il existe un unique polynome R € K,,_[X] tel que

g = R(/).
12. On suppose que €(f) = K[f]. Montrer que f est cyclique. Conclure.




